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Abstract 

A meromorphic transform between complex manifolds is a surjec- 
tive mutivalued map with an analytic graph. 

Let F n be a sequence of meromorphic transforms from a compact 
Kahler manifold (X,tu) into compact Kahler manifolds (X n ,uj n ). Let 
a n be an appropriate probability measure on X n and a the product 
measure of cr n , on X := riri>i^™- We give conditions which imply 
that for er-ahnost every x = (x\, x%, . . .) G X 

1 '(F n y(s x j-(F n y(5 x ,j]^o. 



d{F n ) 



Here 5 Xn is the Dirac mass at x n and d(F n ) the maximal intermediate 
degree of F n . 

Using this formalism, we obtain sharp results on the limit distribu- 
tion of zeros, for random I holomorphic sections of high powers L n of 
a positive holomorphic line bundle L over a projective manifold X . 

We consider also the equidistribution problem for random itera- 
tion of correspondences. Assume that f n : A„_i — > X n are corre- 
spondences between /c-dimensional compact manifolds and let F n :— 
f n o ■ ■ ■ o fx. We give conditions implying that [d(F n )~ 1 ](F n )* lo\ has 
a limit. In particular, when / is a meromorphic self correspondence of 
topological degree dt of a compact Kahler manifold X , under a hypoth- 
esis on the dynamical degrees, we show that d^ n (f n )*Lo k converges 
to a probability measure fi, satisfying /*/! = dt/i. Moreover, quasi- 
p.s.h. functions are /x-integrable. Every projective manifold admits 
such correspondences. When / is a meromorphic map, the measure fj, 
is exponentially mixing. 
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1 Introduction 



Une variete projective de type general admet au plus un nombre fini 
d'endomorphismes meromorphes dominants [17]. C'est dire que la dynamique 
de ces applications est tres pauvre. II est souvent delicat de construire des 
applications meromorphes d'une variete compacte dans elle-meme. II n'en 
est plus de meme des qu'on considere les correspondances. En effet, si X est 
une variete projective de dimension k et si g et h designent deux projections 
holomorphes surjectives de X sur P k , le sous-ensemble analytique 

T:={(x,y)eXxX, g(x) = %)} 

definit une correspondance sur X, c.-d-d. une fonction multivalued / : = 
h^ 1 o g. On peut aussi considerer /i -1 o u o g, ou u est un endomorphisme 
holomorphe de P fc . En choisissant u convenablement, on obtient une cor- 
respondance dont la dynamique est tres riche (voir aussi [4, 30, 7] pour les 
exemples et les applications). 

Dans un cadre plus large: celui des transformations meromorphes, bon 
nombre de questions dynamiques, ou de comportements asymptotiques de 
preimages, se ramenent a l'etude du probleme suivant. 

Soient (X,u>), (X n ,co n ) des varietes kahleriennes compactes de dimen- 
sions respectives k etk n . On considere une suite F n : X — > X n d 'applications 
meromorphes, de correspondances ou plus generalement de transformations 
meromorphes et on se pose la question de donner des criteres verifiables 
sur les F n et les X n assurant que les preimages F~ 1 (x n ) par F n des points 
x n e X n sont equidistribue.es dans X. 

Precisons les problemes. Une transformation meromorphe de codimen- 
sion / de X dans X n est la donnee d'un sous-ensemble analytique T*™) 
de dimension pure k n + I de X x X n , 1 < I < k — 1. On suppose que 
les projections ir et 7r n , restreintes a chaque composante irreductible de 
r( ra \ sur X et X n , sont surjectives. Pour x n G X n generique, la fibre 
F^ 1 (x n ) := 7r(7r ra | r („))~ 1 (x n ) est de dimension /. Si 5 Xn designe la masse de 
Dirac en x n , on pose 

(F n )*(S Xn ) := 7r*(7r n | r („))*(J x „. 

C'est un courant de bidimension (1,1) porte par F^ 1 (x n ). 

Sans hypothese sur les transformations F n , on ne peut s'attendre a 
trouver en general une limite des courants (F n )*(5 Xn ), convenablement nor- 
malises. Mais, r( n ), les graphes de F n , etant holomorphes, on peut esperer 
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que dans les cas "interessants" , generiquement F*(S Xn ) et F*(5 X > ), conven- 
ablement normalises, ont la meme repartition asymptotique. On se pose 
deux problemes. 

Probleme d'equidistribution. Trouver des conditions verifiables, pour 
que generiquement sur les suites (x n ) et (x' n ) 



d(F n ) 

au sens des courants. Ici d{F n ) designe la masse d'une fibre generique de 
F n , celle-ci est independante de la fibre. 

Probleme de convergence. Dans certains cas, trouver la limite de la 
suite de courants ^ 

d{Fn) K{5xn) ' 

Un cas particulier du probleme de convergence est celui ou on se donne une 
suite f n : X n _i — ► X n de correspondances, i.e. une suite de transforma- 
tions meromorphes de codimension entre des varietes X n -i, X n de meme 
dimension. On veut sous des hypotheses convenables, trouver la limite de 
la suite de mesures 

di . . . d n 

et en donner les proprietes. On est dans le cas ou F n := f n o ■ ■ ■ o / l5 le 
nombre de points d'une fibre generique de f n etant egal a d n . 

Commengons par une situation etudiee recemment par Shiffman et 
Zelditch [25] et sur laquelle il existe par ailleurs une vaste litterature clas- 
sique, ainsi que de nombreux articles recents de physiciens. C'est celle des 
zeros de polynomes aleatoires. Nous renvoyons a [25] pour quelques elements 
bibliogr aphiques . 

Soit L un fibre holomorphe ample sur une variete projective X. On 
munit L d'une metrique dont la forme de courbure to est positive. No- 
tons B°(X,L n ) l'espace des sections holomorphes de L n et notons X n := 
FB°(X, L n ) l'espace projectif associe. II est facile de definir une transfor- 
mation meromorphe F n telle que pour s n G X n , F^(6 Sn ^ soit le courant 
d'integration [Z Sn ] sur l'ensemble des zeros de s n . On se donne des mesures 
de probabilite a n sur X n et on considere la mesure a produit des a n sur 

lln>l X n- 
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Theoreme 1.1 (Shiffman-Zelditch [25]) Lorsque a n est la mesure de 
Lebesgue sur X n pour tout n > 1, on a 

pour a-presque tout (s ra ) G rin>i^™- 

Nous donnons une version abstraite de cet enonce (theoreme 4.1), dans 
le cadre des transformations meromorphes. Notre methode fournit des 
precisions nouvelles. 

1. Si ip designe une forme test de classe C 2 

o-ndin'^ZsJ - u>,il>)\ > e) < C ||^|| c2 n mfc exp(-ean) 

ou c > 0, m > et a > sont des constantes independantes de n et de e. 

2. On obtient le meme resultat en prenant pour a n les mesures de 
Lebesgue normalisees sur la partie reelle de X n . Ce qui revient a etudier 
les zeros des "sections a coefficients reels", par exemple, les zeros complexes 
des polynomes homogenes a coefficients reels pour le cas ou 

3. On obtient un theoreme d'cquidistribution, avec des estimations ana- 
logues, pour les zeros communs de I sections holomorphes: 

X[Z s i n . . . fl Z.i 1 — > J. 

II s'agit dans ces resultats de resoudre le probleme d'equidistribution. En 
effet, un theoreme de Tian-Zelditch [29, 31] (voir le theoreme 7.2) implique 
que la moyenne des courants n _i [Z s i n ... n Z s iJ converge vers u> 1 quand n 
tend vers l'infini. 



Dans le cas general, notre critere d'equidistribution utilise deux notions: 
l'une liee a la croissance des transformations F n et l'autre a la geometrie des 
X n . En particulier si les X n sont egales, seule la croissance des F n intervient. 

Les indicateurs de croissance sont les degres intermediaires d'ordres k n 
et k n — 1, classiques en theorie de distribution des valeurs, associes aux F n : 

d{F n ):= ! F n *(^)Ao; fc -' et 5{F n ) := I A u k ~ l+1 . 

Jx Jx 

C'est le comportement de la suite des 5(F n )d(F n )~ 1 qui joue un role. Obser- 
vons que le calcul de d(F n ) et 5(F n ) est cohomologique, d(F n ) est la masse 
d'une fibre generique de F n et par exemple dans le cas de l'espace projectif 
5(F n ) est la masse de l'image reciproque d'une droite generique. 
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La geometrie des varietes intervient par l'intermediaire des meilleures 
constantes pour resoudre dd c dans une classe de cohomologie donnee. Pour 
les extensions ci-dessus du theoreme de Shiffman-Zelditch, la propriete suiv- 
ante est cruciale: pour toute fonction ip q.p.s.h. sur P k verifiant dd c cp > 
— wps e t fpk (pdm = on a 

max ip < c(l + log k). 

pfc 

Ici m est la mesure invariante sur P k ou sur MF k , wps etant la forme de 
Fubini-Study sur P fc normalised par J pfc ojp S = 1 et c > est une con- 
stante independante de k. On calcule dans cet exemple que 5(F n ) = 1 et 
d{F n ) = O(n). Les estimations des constantes geometriques pour les varietes 
multiprojectives permettent de deduire la convergence pour les zeros com- 
muns de plusieurs sections holomorphes. C'est bien sur la dependance par 
rapport a la dimension qui est importante. 

On peut souligner deux autres raisons pour s'interesser au comporte- 
ment de suites d'applications et pas seulement aux iteres d'une application. 
La premiere est que du point de vue physique, on compose des applications 
voisines, et un theoreme dans ce cadre est signe de la robustesse du resultat. 
La seconde est que pour l'iteration d'applications birationnelles /, on est 
amene a considerer le comportement de la suite (/ n ,/ _n ). Dans ce cas, on 
obtient des resultats qui sont beaucoup moins evidents si on en considere 
separement les suites f n et f~ n . 

Les resultats generaux que nous obtenons sont demontres au paragraphe 
4. Nous en donnons des applications dans les paragraphes suivants. Precisons 
un cas simple. 

Theoreme 1.2 Soient F n : X — ► X' des transformations meromorphes de 
codimension I entre varietes kahleriennes compactes de dimensions respec- 
tives k et k! . Soient 5 n ,d n leurs degres intermediates d'ordre k' — 1 et k' . 
Notons £ Vensemble (exceptionnel) des x' G X tels que 

— [(F n )*(5 x r) — (F n )*(uj' k )] ne converge pas vers 0. 

(1) Si ^Snd' 1 < +oo alors £ est pluripolaire. 

(2) Si exp(— 5~ l d n t) < +oo pour tout t > alors £ est de mesure de 
Lebesgue nulle et de o-mesure nulle pour toute mesure moderee a. 
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Les mesures de Lebesgue sur X ou sur une sous-variete analytique totale- 
ment reelle de dimension maximale sont des exemples de mesures moderees. 
Dans ce contexte, le cas (1) avec des applications rationnelles F n de P k dans 
F k a ete etudie par Russakovskii-Sodin et Russakovskii-Shiffman [22, 23]. 
Pour le cas des iteres d'une application holomorphe de F k voir [11, 26, 3, 8]. 

Les transformations F n etant aleatoires, la suite d~ l (F n )* {uo' k ) n'a pas 
de limite en general. Lorsque les transformations F n sont les iteres f n d'une 
correspondance / : X — ► X, on obtient le theoreme suivant qui four nit une 
solution au probleme de convergence dans ce cas (d'autres variantes de ce 
resultat pour les iterations aleatoires sont donnees au paragraphe 5). 

Theoreme 1.3 Soit f : X — ► X une correspondance meromorphe de degre 
topologique d± sur une variete kahlerienne compacte (X,uj) de dimension k. 
Supposons que le degre dynamique d'ordre k — 1 

4-1 := bmsup ( [ (f n )*u k - 1 A u] ' 

n^oo \Jx J 

verifie d^-\ < a\. Alors la suite ji n := d^ n (f n )* (h n LO k ) converge vers une 
mesure [i f* -invariante, i.e. f*fx = dtfi. La convergence est uniforme sur 
les h n positives verifiant f h n uj k = 1 et \\hn\\]^ X ) = °(^fc-i^*)- Lorsque 
f est une application meromorphe, la mesure fi est melangeante a vitesse 
exponentielle. De plus toute fonction q.p.s.h. if est fi-integrable (fi est P LB) 
et (fi n , ip) — ► (fJ.,<p)- 

En appliquant les methodes de Lyubich [20], Briend-Duval [3] et [8, 7], on 
peut montrer que les points periodiques repulsifs sont denses dans le support 
de fi et que l'ensemble exceptionel £ est une reunion finie ou denombrable 
d'ensembles analytiques. Lorque / est une application rationnelle sur une 
variete projective, V. Guedj [14] a, dans un travail recent, construit la mesure 
H et prouve les proprietes ci-dessus. Dans [9], nous avons montre que fj, est 
d'entropie maximale log df. Observons que toute variete projective admet 
des correspondances satisfaisant l'hypothese du theoreme 1.3. 



Notre approche du probleme d'equidistribution general reprend celle que 
nous avons utilisee pour l'etude des applications a allure polynomiale dans 
une variete de Stein [8]. Ici, apres avoir defini convenablement les images 
reciproques F* et les images directes {F n )* des courants, il faut evaluer 

'( F ;(s x ,)-K^tu) = jet -*.(«.).*> (i-i) 
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pour une forme test lisse ij) de bidegre (1,1), la forme de Kahler co n etant 
normalised par J x to kn = 1. 

L'idee est de remplacer (Fn)^ par une autre solution ip n de l'equation 
dd c V>n = dd c (F n )*V ; , c.-d-d. de retrancher a (F n )*ip une constante conven- 
able. Les mesures (5 Xn et (j^ n etant de meme masse, le membre a droite 
de (1.1) ne change pas lorsqu'on remplace (F n )^ par ip n . On estime ip n 
en fonction de dd c (-F n )*?/>, d'ou l'introduction de 6(F n ) qui essentiellement 
mesure la masse de dd c (F n )*if). 

Les proprietes de convergence de la suite 5(F n )[d(F n )}~ 1 ont pour consequence 
des proprietes de convergence de (1.1) vers sauf sur des ensembles dont 
nous pouvons majorer la mesure. Lorsque la serie ^ S n d~ 1 n'est pas con- 
vergente (c'est le cas pour la distribution des zeros de sections holomorphes 
aleatoires de fibres positifs) on est amene a utiliser la notion de mesure 
moderee. On obtient grace a cela des resultats d'equidistribution presque 
partout comme au theoreme 1.2 en supposant seulement que 5 n d n ^ — o(l / log ^) • 

Cette methode de dualite permet d'obtenir des estimees exponentielles 
des volumes de l'ensemble des "mauvaises sections" dans le theoreme de 
Shiffman-Zelditch, ou encore des estimees de la vitesse de melange dans le 
theoreme 1.3. Bien sur, dans les applications, que nous donnons, il faut 
calculer les constantes geometriques ainsi que les degres dynamiques. 

Revenons sur la solution du probleme de convergence pour les corre- 
spondances: theoreme 1.3. On montre que pour toute fonction q.p.s.h. 
(f, {d~[ n (f n )*u) k , ip) est convergente. Pour cela, etant donne une fonction 
q.p.s.h. if sur X. On pose 

b := j (poj k , <po = cp - b Q 

et 

K ■= J f*Pn-lV k , f n ■= f*<Pn-l ~ b n - 

On a par iteration 

/ (/")*"* \ . b, , b / k <p n \ 

\^^'7 = + ^ + '" + dr + \ '^/" 

Puisque les ip n sont convenablement normalisees, on peut estimer cp n a l'aide 
de dd c (p n et l'hypothese c4_i < dt implique (uj k ,d^ n ip n ) — > 0. La "conti- 
nuite" de /* implique que \b n \ est de l'ordre d^_ 1 . Ce qui demontre la 
convergence. 
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Lorsque / : X — ► X est une application birationnelle on a toujours dt = 
1 done les hypotheses du theoreme 1.3 ne sont pas verifiees. Nous obtenons 
cependant un resultat d'equidistribution en considerant simultanement le 
graphe de f n et f~ n . On peut alors prendre des intersections de ces graphes 
avec des sous-varietes et appliquer notre theoreme abstrait. Donnons un 
exemple: soit / un automorphisme polynomial regulier de C fe [26], notons 
d+ le degre algebrique de / et d- celui de f~ l . On montre [26] que le courant 

{d+) m\ d _ )m v [r>ps) n r (4s)] 

tend faiblement vers un courant positif ferine T\y de bidegre (I + I', I + I') 
lorsque m et n tendent vers l'infini. Les entiers I, V admissibles sont dermis 
par les ensembles d'indetermination de / et Ce courant a des 

proprietes d'invariance par rapport a / qui en font un objet dynamique 
interessant. II peut etre obtenu autrement. 

Notons Gz la grassmannienne des plans projectifs de dimension k — l dans 
P fc . II existe un ensemble pluripolaire £ C G; x G^, I > 1, I' > 1, tel que 
pour (x, x') G G; x G/' \ £ la suite de courants 

converge faiblement vers T\y (voir theoreme 6.3). 

Pour demontrer ce resultat, on resout le probleme d'equidistribution 
pour la suite de transformations meromorphes F n ^ m : F k — > Gi x definies 
par les relations F-^(x,x') = / _n (P^ - ') n / m (P^r''). 

L'article est organise de la maniere suivante. Au paragraphe 2, nous 
donnons quelques resultats de compacite pour les fonctions q.p.s.h. dans 
une variete kahlerienne compacte. C'est la base de notre approche. On 
utilise les fonctions q.p.s.h. pour tester la convergence. Leurs proprietes de 
compacite jouent un role cle dans les estimations. 

Nous definissons les operations image directe et image reciproque des 
courants dans les cas que nous utilisons. 

Le paragraphe 3 introduit les operations de composition, de produit et 
d'intersection, sur les transformations meromorphes. Nous donnons les es- 
timations fondamentales des degres intermediaires d'une composee ou d'un 
produit de transformations meromorphes sur les varietes projectives. 

Au paragraphe 4 nous demontrons notre resultat de convergence abstrait 
(theoreme 4.1) sur l'equidistribution, pour des transformations meromorphes 
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generales. Nous Pappliquons ensuite aux diverses situations que nous avons 
discutees. Dans un appendice, nous avons rassemble quelques proprietes des 
ensembles pluripolaires et les estimations des constantes geometriques qui 
nous sont necessaries. Nous introduisons aussi une notion de capacity dans 
les varietes compactes qui peut etre utile dans d'autres questions. 

Dans tout Particle (X, ui), (X',uj') et (X n ,u n ), n > designent des 
varietes kahleriennes compactes de dimensions respectives k, k' et k n . On 
suppose que f x , u' k = 1 et f x uj^ n = 1 pour tout n > 1. Les constantes 
geometriques r(X,u), W[(X,lu), H^(X,uj,p) sont definies au paragraphe 2.1, 
Hi(X,uj,a), A(X,uj,a,t) au paragraphe 2.2, les degres intermediaries A/(i ? ), 
les degres dynamiques di(F), le degre topologique d t (F) et A(/) sont definis 
au paragraphe 3. L'espace projectif P fc est muni de la forme de Fubini-Study 
lofs normalisee par f Up S = 1, de la mesure de probability invariante I^fs e t 
de la mesure de probability invariante mps sur sa partie reelle MF k . L'espace 
multiprojectif P fc '' = P fc x • • • x P fc (/ fois) est muni de la forme de Kahler 
lump, de la mesure de probability invariante naturelle ^mp et de la mesure 
de probability invariante naturelle tomp sur sa partie reelle (voir appendice 
pour les details). 

2 Preliminaires 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques proprietes des fonctions q.p.s.h. 
sur une variete kahlerienne compacte. Nous definissons des constantes 
geometriques relatives a la resolution de dd c . Nous introduisons les operateurs 
image directe et image reciproque d'un courant par une application holo- 
morphe. 

Si S est un courant reel ferme de bidegre (r, r) de X, notons c\(S) sa 
classe dans le groupe de cohomologie de Dolbeault 

H r ' r (X, R) := H r ' r (X, C) n H 2r (X, R). 

On dira que cl(£) < cl(S") si la classe de S' — S peut etre representee par un 
courant positif ferme. Si S, S' sont des courants positifs fermes de bidegre 
(r, r) et si cl(S) < cl(S"), leurs masses verifient \\S\\ < \\S'\\, ou on a pose 
||5|| := f x SA u k ~ r . Lorsque S est positif, sa masse ne depend que de la 
classe cl(S'). Les espaces 17 (X) sont definis par rapport a la forme volume 
uj k . 

2.1. Fonctions q.p.s.h. et fonctions d.s.h. 



9 



Une fonction if sur X est quasi-plurisousharmonique (q.p.s.h.) si elle est 
integrable, semi-continue superieurement (s.c.s.) et verifie dd c ip > — cui au 
sens des courants, pour une constante c > 0. Une telle fonction ip appartient 
a L P (X) pour tout p > 1. En effet, localement elle differe d'une fonction 
p.s.h. par une fonction lisse. Pour toute suite (ip n ) de fonctions q.p.s.h. 
negatives verifiant dd c y?„ > —ui, on peut extraire une sous-suite qui, ou 
bien, converge dans tout L P (X), p > 1, vers une fonction q.p.s.h. if verifiant 
dd c ip > —uj, ou bien, converge uniformement vers — oo, [15, p. 94]. 

Proposition 2.1 La famille des fonctions tp q.p.s.h. verifiant dd c ip > —uj 
et Vune des deux conditions de normalisation 

max <p = ou / Lpu) k = 

est compacte dans L P (X) pour tout p > 1. De plus, ces fonctions sont 
bornees superieurement par une mime constante. 

Demonstration. Soit (p n ) une suite de fonctions verifiant Phypothese du 
lemme. Notons a n := sup x (p n . Aucune sous-suite de (p n — a n ) ne peut 
tendre uniformement vers — oo car sup v ((p n — a n ) = 0. Par consequent, la 
suite (ip n — a n ) est bornee dans JJ'(X) pour tout p > 1. Les conditions de 
normalisation impliquent que 

a n = ou a n uj k = - (ip n - a n )uj k . 
Jx Jx 

Done la suite (a n ) est bornee. Ceci implique que la suite ((/?„) est bornee 
dans L P (X) et qu'on peut extraire des sous-suites convergentes. 

□ 

La proposition A. 3 de l'appendice fournit des estimations sur les integrales 
J x ex.p(—aip)uj k avec a > 0, pour (p q.p.s.h. 

Proposition 2.2 // existe une constante r > telle que, pour tout courant 
positif ferme T de bidegre (1,1) et de masse 1, il existe une (l,l)-forme 
lisse a, qui ne depend que de cl(T), et une fonction q.p.s.h. if verifiant 
— ruj < a < ruj et dd c (p — T = a. 

Demonstration. On choisit des formes reelles lisses on de bidegre (1,1) 
avec i = 1, . . . , m telles que les classes cl(aj) engendrent le groupe de coho- 
mologie de Dolbeault H} ,l {X, R). La famille des courants T de masse 1 etant 



10 



compacte, il existe une constante c > independante de T et des nombres 
reels ci, . . . , c m tels que cl(T) = ^ Qcl(ai) avec |q| < c. La derniere relation 
entraine l'existence d'une fonction q.p.s.h. (p telle que dd c (p = T — Y2 c i a i- 
Soit r > une constante telle que —ru < c i a i < ruJ pour tous les Cj 
verifiant |q| < c. La constante r, la forme a := X^ c « a « e t fonction 99 
verifient la proposition. 

□ 

On dit qu'un sous-ensemble de X est pluripolaire s'il est contenu dans 
{ip = —00} ou if est une fonction q.p.s.h. (voir appendice). On appelle 
fonction d.s.h. toute fonction, definie hors d'un sous-ensemble pluripolaire, 
qui s'ecrit comme difference de deux fonctions q.p.s.h. Deux fonctions d.s.h. 
sur X sont egales si elles sont egales hors d'un ensemble pluripolaire. No- 
tons DSH(X) l'espace des fonctions d.s.h. sur X. On verifie facilement 
que, pour une fonction d.s.h. ip sur X, il existe deux courants positifs 
formes de bidegre (1, 1) tels que dd c Y> = T + -T~. On a cl(T+) = cl(T _ ) et 
||T + || = ||T~||. Reciproquement, d'apres la proposition 2.2, si sont deux 
courants positifs formes de bidegre (1, 1) tels que cl(T + ) = cl(T _ ), alors il 
existe une fonction ip d.s.h. sur X telle que dd°^ = T + — T~ . On peut 
choisir ip telle que J x t/jto k = 0. 

Notons r(X, u) la borne inferieure des constantes r qui verifient la propo- 
sition 2.2. Posons 

Q(X,w) := q.p.s.h. sur X, dd c <p > -r(X,u)w} (2.1) 

Si dim7i 1,1 (X, R) = 1 on a r(X, ui) = 1. C'est le cas si X est l'espace projec- 
tif P k muni de la forme de Fubini-Study wfs- En general, on a r(X, uj) > 1. 
Pour l'espace multiprojectif P k ' 1 muni de la forme de Kahler wmp, on a 
r(P fc,i ,WMp) < ci ou c> est une constante independante de k (voir appen- 
dice A.ll). 

Remarque 2.3 D'apres Kodaira-Spencer [18, p. 73], si (Xt) est une famine 
lisse de varietes kahleriennes compactes, alors dim7Y 1 ' 1 (Xi, R) est localement 
constante et on peut trouver des formes de Kahler uj t sur X t qui dependent 
de facon C°° du parametre t. On en deduit que les constantes r(X t ,ut) sont 
localement majorees. 

Observons que deux fonctions tpi, ^2 dans L X (X) different par une con- 
stante si et seulement si dd c ^i = dd c V>2- Nous definissons deux constantes 
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positives liees a la resolution de dd c sur (X,u) pour des solutions nor- 
malises. Supposons que J x uj k = 1. Posons pour tout p > 1 

RI(X,uj) : = sup|max99, p£Q(X,uj),J puj k = o| 

= sup|- J pco k , p G Q(X,uj), max ip = oj (2.2) 

R5(.X>,p) := sup|||^|| LP(x) , pe Q(X,u), J pu k = j (2.3) 

On verra a la proposition 2.5, que PJSpT, u;, 1) < 2Rl(X, uj). 

2.2. Mesures PLB et mesures moderees. 

Soit une mesure positive sur X. On dira que \x est PLB si les fonctions 
q.p.s.h. sont ^-integrables. Dans le cas de dimension 1, /x est PLB si et 
seulement si elle admet localement un potentiel borne [8]. II est clair que les 
mesures PLB ne chargent pas les ensembles pluripolaires de X. On montre 
a la proposition A.l, qu'elles ne chargent pas les sous-ensembles analytiques 
propres de X. 

Soient c > et a > 0. Nous dirons que \i est (c, o)-moderee si 

exp(— ap)dfi < c 



L 



X 

pour toute <p q.p.s.h. verifiant dd c <p > —to et maxj <p = 0. On deduit d'un 
resultat classique [16, p. 105] que la mesure co k est (c, a)-moderee pour cer- 
taines constantes c > et a > (voir proposition A. 3). On verra aussi que 
les mesures invariantes sur les sous-espaces projectifs reels WP k de ¥ k sont 
moderees (voir proposition A. 9). Si une mesure \x de P 1 verifie localement 
Jc \ z ~ £l -Q d/u(£) ^ A pour une constante A > alors elle est (c, a)-moderee 
pour une constante c > convenable. On a note des coordonnees afhnes 
sur une carte CcP 1 . II est clair que toute mesure moderee est PLB. 

Proposition 2.4 Soit \i une mesure PLB sur X. La famille des fonctions 
q.p.s.h. p, verifiant dd c p > —uj, et Vune des deux conditions de normalisa- 
tion 



max p = ou J pd/j, = 

est bornee dans L 1 ^) et est bornee superieurement. De plus, il existe c > 
independant de p tel que pour tout t > on ait fi(p < —t) < ct^ 1 . 
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Demonstration. Soit (ip n ) une suite de fonctions q.p.s.h. verifiant dd c p n > 
—uj et maxj ip n = 0. Montrons que (ip n ) est bornee dans L 1 ^). Sinon, 
quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que J p n dfi < 



-n 



Posons := ^2 n <p n . D'apres la proposition 2.1, $ est une fonction q.p.s.h. 
verifiant dd c <£ > — 2uj. On a J* x ^d^ = — oo. Cela contredit que <E> soit /x- 
integrable. 

Soit maintenant (<p n ) une suite de fonctions q.p.s.h. verifiant dd c (p n > 
—u> et f (p n dfi = 0. Posons a n := maxx p n et <p n := ip n — a n . On a 
supx ¥>n = 0. D'apres la partie precedente, {<p>n) est bornee dans L 1 ( / u). 
Or a„ = - / <p n d[J., done (a n ) est bornee et par suite (<p n ) est bornee dans 
L 1 (//). On en deduit aussi que (<p n ) est bornee super ieurement. 

La famille de fonctions q.p.s.h. considerees etant bornee dans L 1 ^), il 
existe c > tel que IMIl 1 ^) < c pour tout </? dans cette famille. On a done 



h(<p <-t)<t < ct 1 . 



□ 



Soit n une mesure de probabilite PLB. II resulte de la proposition 2.4 
qu'on peut definir les meilleures constantes pour la resolution de dd c , avec 
une normalisation associee a /j,. Posons 



Ri(X,a;,/x) 



R 3 (X,u,[i) := 
Pour tout t G M, posons 



sup<max(p, c^eQ(X,u;), / (^1^ = 
v I x J 

sup|— J <pdfi, ip G Q(^, w), max p = o| 
su p{|MIli( m ), f e Q(X,uj), J pdfi = 
sup | y 92a/' , ipeQ(X,uj),J pdfi = 
sup | y </?d/x , 99 G Q(X,uj), J pu k = 



(2.4) 
(2.5) 



(2.6) 



A(X,u;,/x,t) := sup|/x(<^ < -t), <p eQ(X,u), J pd/j, = oj (2.7) 

Proposition 2.5 Sozi une mesure de probabilite PLB sur (X,uj). On a 
R 2 {X,lo,h) < 2R 1 (X,u, ii) etR 3 (X,uj,fi) < Ri(X,u;,/x) + R\(X,uj). Si fi 
est (c, a)-moderee alors A(X,oj, [i,t) < cexp(— ar~ l t) ou r := r(X,u). 



13 



Demonstration. Soit <p une fonction q.p.s.h. telle que dd c (p > —roj et 
J ipdfx = 0. Posons m : = maxx f - On a m — ip > et done 

J \<p\d[x < J \ip — m\dfi + m = J (m — p)dfx + m 

= 2m- J updfx = 2m< 2R 1 (X, oj, fx). 

Done R 2 (X,u,fx) < 2R 1 (X,u,fx). 

Puisque maxx f — m = 0, d'apres (2.2), on a 

< j \<p — m\uj k + m = j ' (m — p)uj k + m 

< RI(X,u) + R 1 (X,uj,h). 

Ceci implique que Rs(X,uj, fx) < Ri(X, u, fx) + R\(X, to). 



s 



Supposons que fx soit (c, a)-moderee. Posons tp := r~ l {p — m). On a 
dd c il) > —to et maxjf ■0 = 0. Puisque j (pdfx = 0, on a m > et done 
?/> < r~ l ip. La mesure etant (c, a)-moderee, on a 

< -t) = M(r _ V < -r _1 i) < < -r _1 t) 

< exp(— ar^t) j exp(— atp)dfx 

< cexp(— ar^t). 
Done A(X, to, fx, t) < cexp(— ar~ l t). 

□ 



2.3. Image directe d'un courant. 

Soit 7r une application holomorphe surjective de X dans X' . Si S est un 
courant de bidimension (r, r) de X, avec < r < k, k' , le courant ^(S 1 ) est 
defini par 

pour toute forme lisse ^ de bidegre (r, r) de X' . 

Si 5 est une forme a coefficients dans L l (X), tt*(S) Test aussi. En 
effet, on peut supposer que S est reelle positive; une forme positive est a 
coefficients dans L X (X) si et seulement si, elle definit un courant positif de 
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masse finie dont les coefficients dans une carte sont des fonctions mesurables. 
Les coefficients de tt^(S) sont obtenus par integration sur les fibres qui sont 
presque partout de meme dimension. 

Si les fibres generiques de ir sont discretes, en general, l'image par 7r* 
d'une fonction q.p.s.h. n'est pas q.p.s.h., elle est difference de telles fonc- 
tions, d'ou l'introduction des fonctions d.s.h. 

Proposition 2.6 Soient (X,u) et (X',lu') des varietes kahleriennes com- 
pactes de dimension k. Supposons que pour un point generique x' £ X' la 
fibre T[~ l (x') soit finie et non vide. Alors 

(a) L'image de DSH(X) par 7r* est contenue dans DSH(X'). 

(b) L'image de la famille {ip q.p.s.h. sur X, dd c (p > —to, f x ipu k = 0} par 
ir* est relativement compacte dans h p (X') pour tout p > 1. 

Demonstration, (a) Soit ip une fonction q.p.s.h. dans X. Notons 
Pensemble des points x' G X' tels que la fibre ir~ 1 (x') ne soit pas finie. II 
est clair que la fonction 7r*(V>) est definie hors de l'ensemble L(ir) qui est 
pluripolaire (voir proposition A.l). Rappelons que pour x' G X' \ I (it) on a 

^)(x')= Y, 

ir(xi)=x' 

Soient des courants positifs fermes de bidegre (1, 1) tels que dd c i[) = 
T + — T~ . On a dd ^^ = 7r*(T + ) — 7r*(T~). Puisque ir^T^) sont des 
courants positifs fermes de bidegre (1, 1), la fonction n*(ip) est d.s.h. 

(b) Soit (ip n ) une suite de fonctions q.p.s.h. verifiant dd c ip n > — u et 
f x ip n u) k = 0. D'apres la proposition 2.1, cette suite de fonctions est bornee 
dans L P (X) et est bornee superieurement. II faut montrer que la suite des 
tt^VVi) es t bornee dans L P (X'). Quitte a extraire une sous-suite, on peut 
supposer que if) n converge ponctuellement vers une fonction ip hors d'un 
ensemble de mesure nulle. 

Les fonctions 7r*(^ n ) sont dans L P (X') et verifient dd c ir :i: (ip n ) > — 7r*(a;). 
D'apres la proposition 2.2, il existe une fonction ip q.p.s.h. sur X' verifiant 
dd c (p > 7T*(o;) — cijj' ou c > est une constante. Posons ip n := 7r*(^ ra ) + 99. On 
a dd c (p n > —clo'. Montrons que (<p n ) est bornee dans L P (X'). La suite (<p n ) 
etant bornee superieurement, il suffit d'observer que i\) n converge presque 
partout vers ip et done, aucune sous-suite de (<p n ) ne converge uniformement 
vers — oo. II en resulte que 7r*(^ n ) est bornee dans L P (X'). On peut en 
extraire des sous-suites convergentes. 

□ 
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2.4. Image reciproque d'un courant. 

Soit 7r une application holomorphe surjective de X dans X'. L'image 
reciproque 7r*(a) d'un courant a sur X' est definie lorsque n est une sub- 
mersion. Si 7T n'est pas une submersion, on definit ir* dans les cas speciaux 
suivants. Lorsque 7 est une (p, q) forme a coefficients dans L°°(X'), la forme 
7r*(7) est bien definie. C'est une forme a coefficients dans L°°(X). Lorsque 
tp est une fonction d.s.h. sur X f , si it est surjective, ip 71 es t aussi une 
fonction d.s.h. sur X; en particulier, on a ip o ir £ h p (X) pour tout p > 1. 
On peut definir 7r*(V>7) := (V> 7r)7r*(7). 

Proposition 2.7 Soit ir : X — ► X' une application holomorphe surjective. 
L 'image par ir* de la famille 

^ q.p.s.h. sur X' , dd c i^ > —lu',J puj' k = o| 

esi relativement compacte dans L P (X) pour tout p > 1. 

Demonstration. Soit (^ n ) une suite bornee dans L P (X') telle que dd c VVi > 
—a;'. II suffit de montrer que la suite (7r*(ip n )) est bornee dans L P (X). 
D'apres la proposition 2.1, les fonctions ip n sont bornees superieurement 
par une meme constante, il en est done de meme des fonctions ir*(ip n ). 
De plus, dd c ir*(ip n ) > —tt*(uj') > —cuj\ ou c := ||vr|| C 2. Quitte a extraire 
une sous-suite, on peut supposer que Tr*(ip n ) tend vers une fonction tp avec 
dd c (p > —cuj ou sinon Tr*(ip n ) tend uniformement vers —00. Le deuxieme cas 
ne se produit pas car la suite (ip n ) es t bornee dans h p (X'). On en deduit 
que 7r*(ifj n ) tend vers ip dans L P (X). 

□ 

Definissons ir* pour les courants de bidegre (1, 1) lorsque ir est surjec- 
tive et k > k'. Soit S un courant positif ferme de bidegre (1,1) dans X' , 
et soit a une forme lisse de bidegre (1,1) de X' cohomologue a S. II ex- 
iste une fonction q.p.s.h. ip dans X' telle que dd c ^ = S — a. Posons 
ip := ip o 7T. On a dd c (p > —it* (a). C'est done une fonction q.p.s.h. On 
pose tt*(S) := dd c (p + 7r*(a). C'est un courant positif ferme de masse finie. 
Cette operation est continue et independante du choix de a et de ip [21]. 
On a aussi cl(7r*(S')) = cl(-7r*(a)). Si ip est une fonction d.s.h. sur X' avec 
dd c V> = T+ - T~, on a dd%*(^) = tt*{T + ) - tt*(T~). 
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Notons / l'ensemble des points x' € X' tels que dim7r^ 1 (a; / ) > k — k' . 
C'est un sous-ensemble analytique de codimension au moins 2 de X' car 
dim7r _1 (/) est au plus egale a k — 1. Soit H un sous-ensemble analytique de 
dimension pure I de X'. Supposons que dim7r -1 (.ff PI J) < I + A; — k' . Dans 
ce cas, on peut definir tt*[H] comme le courant d'integration sur 7r~ 1 (i7), il 
est alors de meme bidegre que [H]. 

Lorque X' est une variete projective et T est un courant positif ferme 
de bidegre (r, r), on peut definir "la partie principale" de l'image reciproque 
de T. On a le lemme suivant. 

Lemme 2.8 [9] Soit X' une variete projective munie d'une forme de Kdhler 
cj' . II existe une constante c > 0, qui ne depend que de (X' , uj 1 ), telle que pour 
tout courant positif ferme T de bidegre (r, r) sur X' on puisse trouver une 
suite de courants positifs fermes lisses (T m ) m >i, de bidegre (r, r), verifiant 
les proprietes suivantes 

1. La suite (T m ) converge vers un courant positif ferme T' . 

2. T' > T, c'est-a-dire que le courant T' — T est positif. 

3. On a \\T m \\ < c\\T\\ pour tout m > 1. 

Remarques 2.9 Observons que l'ensemble des classes cl(5) des courants 
S positifs fermes de bidegre (r, r) de masse 1, est borne dans 7i r,r (X' , R). II 
existe done une constante ax > independante de S telle que la classe de 
axoj' r — S soit representee par une forme lisse positive. On dira que S est 
cohomologiquement domine par axw' r . Les courants T m dans le lemme 2.8 
sont cohomologiquement domines par cx||?1|u/ r oil cx := cax- 

Soit X' une variete kahlerienne compacte pour laquelle il existe une 
projection holomorphe surjective de X sur une variete kahlerienne compacte 
homogene de meme dimension. Le lemme 2.8 reste alors valable pour tout 
courant T qui ne charge pas les sous-ensembles analytiques de X' . 

Soit Q C X l'ouvert, Zariski dense, ou ir est une submersion locale. Le 
courant (ir\n)*(T) est bien defini, positif, ferme sur Q. Le lemme 2.8 permet 
de montrer que (tt\q)*(T) est de masse finie et done, d'apres Skoda [27], son 

prolongement trivial (tt\q)*(T) est positif ferme sur X. 
Proposition 2.10 [9] Soit T un courant positif ferme sur une variete pro- 
jective X' . Alors (tt\q)*(T) est de masse finie et I'operateur T i— > (tt\q)*{T) 
est semi-continu inferieurement. Plus precisement, si T n — > T, tout courant 

adherent a la suite {n\Q)*T n est superieur ou egal a (it\q)*T. 
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3 Transformations meromorphes 



Dans ce paragraphe, nous definissons les operations: composition, produit, 
intersection, sur les transformations et les correspondances meromorphes. 
Nous etudions l'effet de ces operations sur les degres intermediaries. 

3.1. Definitions. 

Notons tv i : X\ x X2 — ► X\ et TV2 : X\ x X2 — ► X2, les projections 
canoniques de X\ x X2 sur X\ et X 2 . On appelle m-chaine holomorphe 
positive de X\ x X2 toute combinaison finie T := ou les Tj sont des 

sous-ensembles analytiques irreductibles de dimension m de X\ x X2 . Les Tj 
ne sont pas necessairement distincts. D'apres un theoreme de Lelong [19], 
l'integration sur la partie lisse d'une m-chaine holomorphe positive T definit 
un courant positif ferine [r] de bidimension (m,m) sur X\ x X2. Notons T 
l'image de V par Papplication (xi,x 2 ) > (x 2 ,xi). 

Soit I un entier naturel, k\ — &2 < Z < k±. On appelle transformation 
meromorphe F de Xi dans X2 toute (/c2 + /)-chaine holomorphe positive 
r = Tj de Xi x X2 telle que la restriction de TVi a chaque composante 
irreductible Tj soit surjective, i = 1,2. On dira que T est Ze graphe de F et 
que codim(F) := I est /a codimension de F. La transformation meromorphe 
F de X2 dans X\ associee a la [k.2 + /)-chaine holomorphe T est appelee 
transformation meromorphe adjointe de F, elle est de codimension &2— fei+Z. 

Posons F := vr2o(7r 1 | r )~ 1 et F -1 := vrio(7r 2 |r)" 1 - Ces "applications" sont 
definies sur les sous ensembles de X\ et X2. La fibre F~ l (x2) de 22 £ X2 
est generiquement un sous-ensemble analytique de dimension I de X\. 

Notons 7j(F) := {x G Xj, dim7r~ (x) > k-i + I — ki}. C'est un sous- 
ensemble analytique de codimension au moins 2 de Xj. En effet, s'il etait 
de codimension 1, le graphe contiendrait un ouvert sur lequel tvi ne serait 
pas une submersion. On dira que I\{F) (resp. 12(F)) est le premier (resp. 
deuxieme) ensemble d'indetermination de F. 

Definissons les operateurs F* et F*. Soit S un courant de bidegre (r, r) 
sur X 2 , k 2 + I - h < r < k 2 . On definit F*(S) := (vri)*(7r|(5) A [T]). C'est 
un courant de bidimension (k 2 + Z — r,k 2 + / — r) porte par F^ 1 (supp(S')). 
Cet operateur est defini dans les deux espaces suivants: 

1. L'espace des formes lisses. 

2. L'espace engendre par les courants [H] ou H est un sous-ensemble 
analytique de dimension pure k 2 — r de X2 verifiant dim(7r 2 |r) ~ 1 (H H 
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h{F))<k 2 -r + l-\. 

Considerons une resolution des singularities it : T — > T [12]. Posons 
Ti := 7Tj07r. On a F = r 2 orf 1 et F^ 1 = t\ot^ 1 . On a aussi F* = (tl)*(t 2 )* 
lorsque cet operateur agit sur les courants decrits ci-dessus. 

Posons F* := F = (t2)*(ti)*. Observons que lorsque codim(i ? ) = 0, 
l'operateur F* agit aussi sur les fonctions q.p.s.h. et done sur les courants 
positifs fermes de bidegre (1, 1). Dans ce cas, on peut aussi utiliser, a la place 
des applications Tj, les fonctions q.p.s.h. sur les sous-ensembles analytiques. 

Lorsque S est lisse, le courant F*(S) est une forme a coefficients dans 
L 1 (X). Pour x 2 £ X 2 \I 2 (F) le courant F*(S X2 ) est un courant d'integration 
sur une /-chaine positive portee par F^ 1 (x 2 ). 

Pour tout s, k 2 — k\ + 1 < s < /c2, on appelle degre intermediaire d'ordre 
s de F le nombre 

X S (F) := I F*(cj s 2 ) Alo>1 2+1 - s = I ^AF,(^ 2+, - s ) 

Par continuity, la masse du courant F*(S X2 ), qui se calcule cohomologique- 
ment, ne depend pas de x 2 , pour x 2 generique dans X 2 . On en deduit que 
cette masse est egale au dernier degre intermediaire \k 2 (F) de F. 

Finalement, on dira qu'un point (xi, x 2 ) £ T est generique si la restriction 
de 7Tj|r a un voisinage de (xi,x 2 ) est une submersion pour i = 1,2. Notons 
Gen(r) Pensemble de ces points. C'est un ouvert de Zariski dense de T. 

3.2. Composition de transformations meromorphes. 

Soit F une transformation meromorphe de codimension I de X\ dans 
X 2 comme ci-dessus. Soit F' une autre transformation meromorphe de X 2 
dans X3 associee a une (k^ + /')-chaine holomorphe r' = V- de X 2 x X3. 
Supposons que I + I' < k\. 

Considerons d'abord le cas ou V et V sont irreductibles. Definissons la 
composee T'oT des graphes. Notons 7Ti, tt 2 les projections de X\ x X 2 sur X\ 
et X 2 et 7r 2 , tt' 3 les projections de X 2 x X3 sur X 2 et X3. Soient x 2 G X 2 un 
point generique et (x\,x 2 ), (x 2 ,x^) des points generiques de T D tt 2 ' 1 (z 2 ) et 
r'n7r 2 1 (x 2 ). On peut supposer que (x±,x 2 ) G Gen(r) et (x 2 ,X3) G Gen(r'). 
Soient C7 C Gen(r) et U' C Gen(r') des petits voisinages de (x\,x 2 ) dans 
Gen(r) et de (x 2 ,xz) dans Gen(r'). Par definition de Gen(r) et Gen(r'), on 
peut supposer que U et U' admettent des structures produit U ~ W\ x V 2 
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et U' ~ V 2 x W3 ou V2 designe un voisinage de X2 dans X2. Les projections 
ir 2 , 7r 2 de U et {/' sur X2 coincident avec les projections des produits sur le 
facteur V 2 - Les projections de U sur X\ et de U' sur X3 correspondent a 
des applications holomorphes r : U — > X\ et t' : U' — > X3. 

Le modele local de T f o T est l'image de Wi x V 2 x W 3 dans Xl x X 3 
par l'application (a;i, £2, £3) ► (r(xi, X2), r'(x2, X3)). On suppose que cette 
image est de dimension /c 3 + I + Z'. On dira alors que T et T' se composent 
correctement. Si cette hypothese est veriflee dans les petits ouverts, elle est 
verifiee en tout point generique. 

Le graphe T'oT de F'oF est alors l'adherence de Pensemble des (x\, x 3 ) G 
Xi x X 3 pour lesquels il existe X2 G X 2 avec (xi,X2) G Gen(r) et (x2,x 3 ) G 
Gen(r') tel qu'aux voisinages de ces points T et T' se composent correcte- 
ment. Le point (x\, x 3 ) est compte avec la multiplicite m si m est le nombre 
de X2 pour lesquels xi, x 2 , x 3 verifient la propriete ci-dessus. Puisque T et 
r' se composent correctement, m est fini. 

Dans le cas ou T et T' ne sont pas irreductibles, on pose r' o T := 
Tj o Tj en supposant que Tj et se composent correctement pour tout 
i, j. Observons que r'oT est une (^3 + I + /')-chaine holomorphe et qu'on 
a codim(i ?/ o F) = codim(F) + codim(F') = 1 + 1'. Observons aussi que les 
transformations de codimension entre varietes de meme dimension (c.-a-d. 
les correspondances) se composent toujours correctement. 

Proposition 3.1 Soit X 2 une variete projective de dimension k 2 munie 
d'une forme de Kdhler uj 2 . Alors il existe une constante c > 0, qui ne 
depend que de (X 2 ,uj 2 ), telle que 

\ S (F> oF)<c\ k2 _ k . i+s _ v (F)\ s (F>) 

pour tout s avec k% — k\ + l + V < s <k% et pour toutes les transformations 
meromorphes F de {X\,u\) dans (X 2 ,lo 2 ) et F' de (X 2 ,uj 2 ) dans (X^^u?). 

Demonstration. Observons que dans (3.1) les formes etant lisses ou a 
coefficients dans L 1 , les integrales peuvent ne porter que sur des ouverts de 
mesure totale. Posons S := C'est un courant positif ferme a 

coefficients dans h l (X 2 ) de bidegre (r, r) sur X 2 ou r := k 2 — k% + s — I'. 
D'apres le lemme 2.8 et la remarque 2.9, il existe des courants S m positifs 
fermes lisses cohomologiquement domines par c^ll^ll^ qui convergent vers 
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un courant S' verifiant S' > S. On a 



Xs(F'oF) = I (7T 1 )*K fe3+W '- S )A(7T 2 )*(5) 
JGcn(r) 

< I (vr 1 )*K fe3+W '- s )A(7r 2 )*(^) 
JGcn(r) 

m— »oo Jp 

< c X2 A s (F') ^(n 1 r(u J 'l s+l+l '- s ) A (7r 2 )> r ) 

La premiere egalite resulte de la description locale de r'oT, la linearite per- 
met ensuite d'utiliser des partitions de l'unite. Pour la deuxieme inegalite, 
on utilise une suite exhaustive de compacts de Gen(T). 

□ 



3.3. Produit et intersection de transformations meromorphes. 

Considerons deux transformations meromorphes F\ : X — ► X\ et F 2 : 
X — ► X2 de codimensions respectives l\ et Z 2 . On suppose que l\ + Z 2 > k 
et qu'il existe des ouverts, Zariski denses, Qi C X\ et f2 2 C X2 tels que 
F^ 1 {x\) n F 2 _1 (x 2 ) soit de dimension pure l\ + / 2 — k pour tout (xi,x 2 ) G 
ill x ^2- 

Definissons Ze produit iq • F 2 . C'est une transformation meromorphe 
de X dans Xi x X 2 de codimension l\ + Z 2 — A; dont nous allons decrire 
le graphe. Notons T 1 = J2 r l et r2 = E r j les graphes de F 1 et F 2 . 
Considerons d'abord le cas ou T 1 et T 2 sont irreductibles. Le graphe r 1 •T 2 
de F\ • F2 est alors l'adherence de l'ensemble des (x,xi,x 2 ) G X x $7i x f2 2 
avec x G F 1 _1 (xi)n.F 2 _1 (x 2 ). Dans le cas general, on pose T 1 *? 2 := ^ r*»r 2 . 

On munit X\ x X 2 de la forme de Kahler uq 2 ■= ci 2 (7r*(o;i) + 7r|((j 2 )) 
ou 7Ti, 7r 2 sont des projections sur X\ et X 2 et c[ 2 kl ~ k2 := ( fcl ^ fc2 )- Le choix 
de C12 implique que J XlxX2 (^i2) fcl+fc2 = 1- 

Proposition 3.2 SoitX une variete projective munie d'une forme de Kahler 
uj. II existe une constante c > qui ne depend que de (X,uj) telle que pour 
tout s verifiant k\ + fc 2 — 2k + l\ + Z 2 < s < k\ + fc 2 on ait 

A s (iq.F 2 ) < ccf 2 J] ( S )Xs 1 (F 1 )X a2 (F 2 ) 
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avec k\ — k + l\ < s\ < k\, k<i — k + I2 < «2 < ^2 si + S2 = s. 
Demonstration. Posons F := iq*^. On a pour r := ^1 + ^2 + ^1 + ^2 — & — s 

A S (F) = / F*K 2 )Au/ 

= C 12E(?) / (^rK Sl )A(F 2 r(^)A^ (3.2) 

La derniere egalite se verifie sur des modeles locaux a l'aide de partitions de 
l'unite. Estimons l'integrale dans (3.2). Posons Si := (i^)*(cj|*). D'apres 
le lemme 2.8, il existe des courants lisses Si iTn cohomologiquement domines 
par cjs s :||S'i||a; Si qui tendent vers un courant > S{. L'integrale dans (3.2) 
est done majoree par 

c\ || Si || || S 2 1| / ^ = ^(^1)^(^2). 
J x 

□ 

Soient G\ : X\ — ► X et G2 : X2 — ► X deux transformations meromorphes. 
On definit I 'intersection G\ n G2 de Gi et G2 comme l'adjoint G\ • G2 du 
produit Gi • G2 lorsque ce produit est bien defini. C'est une transformation 
meromorphe de X\ x X2 dans X. Pour {x\,x 2 ) generique, (Gi C\G 2 )(xi,x 2 ) 
est l'intersection de Gi(xi) et G2(x2)- 

Remarque 3.3 Pour la validite des relations de la proposition 3.1 (resp. 
proposition 3.2), il suffit de supposer l'existence d'une application holomor- 
phe surjective ir de X2 (resp. X) dans une variete kahlerienne compacte 
homogene de meme dimension (voir remarques 2.9). 

3.4. Families meromorphes adaptees de sous-ensembles analytiques. 

Soit F' une transformation meromorphe de codimension V de X2 dans 
X3 dont le graphe est irreductible. Puisque F' est surjective , la reunion de 
ses fibres 7i X3 := F'~ 1 (x^) est egale a X2. On dira que Ti = (H X3 ) est une 
famille adaptee d 'ensembles analytiques de dimension V . Si X3 n'appartient 
pas au deuxieme ensemble d'indetermination hiF') de F', H X3 est de di- 
mension I' = codim(F'). D'apres le theoreme de Bertini [24, p. 141], pour 
X3 generique, les composantes de TL X3 sont de multiplicite 1. On a done 
[H X3 ] = (F')*(S X3 ). 
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Comme precedemment, soit F une transformation meromorphe de codi- 
mension I de X\ dans X2. Supposons que I + V < k\. On dira que Ti est 
F-reguliere si pour X3 G X3 generique, la dimension de F~ 1 (7i X3 n h(F)) 
est strictement plus petite que (Z + T). Pour un tel X3, le courant F* F'* (S X3 ) 
est bien defini. C'est un courant d'integration sur une chaine holomorphe de 
dimension (l + l'). La famille TC est dite reguliere, si elle est F-reguliere pour 
toute transformation meromorphe F d'une variete X\ dans X<i- Les families 
adaptees de sous-varietes associees aux transformations meromorphes 
*2j *3 et F\ t n que nous allons decrire au paragraphe 3.6 sont regulieres. 

Les intersections de families adaptees de sous-ensembles analytiques sont 
definies comme etant associees aux produits de transformations meromorphes 



3.5. Correspondances meromorphes. 



Supposons que dim X\ = dimX2 = k. Une correspondance (meromorphe) 
de X\ dans X2 est une transformation meromorphe / de codimension de 
X\ dans X^. Notons T = le graphe de /. La correspondance / de X2 
dans X\ associee a V est appelee correspondance adjointe de /. 

Lorsque la restriction de tt\ a T est injective hors d'un sous-ensemble 
analytique, on dira que / est une application meromorphe surjective. On 
dit que / est bimeromorphe si / et son adjoint / sont des applications 
meromorphes surjectives. 

Notons T)(Xi, u\) l'ensemble des fonctions ip d.s.h. sur X\ pour lesquelles 
il existe des courants positifs fermes de bidegre (1, 1) et de masse 1 
verifiant dd ^ = T + — T~ . Posons 

A(/) := sup{ / U{i>)u k 2 , ^D(I llWl ), [M = o\ (3-3) 

D'apres les propositions 2.6 et 2.7, cette constante est finie. Elle mesure 
combien /* perturbe la normalisation f ^uj\ = 0. 



Considerons le cas ou X\ = X2 = X. On notera f n la correspondance 
/ o ■ ■ ■ o / (n fois). Pour tout < s < k, on definit le degre dynamique 
d'ordre s de f par la formule suivante: 

d s (f) := hmsup[A s (r)] 1/n (3.4) 

Le dernier degre dynamique dk(f) est egal au nombre d'elements de la fi- 
bre f~ 1 {z) pour un point z generique (ce nombre ne depend pas de z). 
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C'est le degre topologique de /, on le note par dt(f). On a aussi do(f) = 
dt(f). Observons que si X est une variete projective, d'apres le lemme 2.8, 
^s+s'U) — c ^s(f)^s'(f)- Dans ce cas, la suite [A s (/)] 1 / n converge vers sa 
borne inferieure inf„> 1 [A s (/ n )] 1 / n (voir [9]). 

3.6. Exemples. 

(a) Notons P fc l'espace projectif complexe et G(k — I + 1, k + 1) la grass- 
mannienne qui parametre la famille des sous-espaces projectifs de dimension 
k — I de P k . Pour s G G(k — I + 1, k + 1), soit Pg~' le sous-espace projectif 
de dimension k — I correspondant. Posons 

T 1 := {( z , s) G P fc x G(k - I + 1, k + 1), z G Pg~'}. 

La transformation meromorphe de P fc dans G(k — I + 1, fc + 1) associee 
a la variete T\ est de codimension k — I. En effet, si s est un point de 
G(k - I + 1, k + 1), ^(s) est le sous-espace projectif PH de P fc . 

Donnons une autre maniere de voir ces transformations meromorphes. 
Soit P fc * := G(k, k + 1) le dual de P fc et soit G*(l, k + 1) la erassmanmenne 
qui parametre les sous-espaces projectifs de dimension I — 1 de P fc *. Elle est 
biholomorphe a G(k — l + l,k + l). Pour tout s G G*(Z, A; + 1) notons pj _1) * 
le sous-espace projectif de P fc * associe a s. On choisit / points s\,...,si 
de P^ -1 ^* qui engendrent P^" 1 -**. Notons P^ _1 l'hyperplan de P k associe 
a Si et PjH := P^" 1 n . . . I~l P* -1 . Le sous-espace projectif PjH de P fc est 
independant du choix des Sj. 

Posons 

T 2 := {(z,s) G F k x G*(l, k + l), z G P^}. 

La transformation meromorphe ^2 de P fc dans G*(l,k + 1) associee a r 2 
est de codimension k — I. Si s est un point de G*(l,k + 1), tfj 1 ^) est le 
sous-espace projectif Pg _/ de P fe . 

(b) Considerons l'espace multiprojectif P k > 1 * := P fc * x ••• x P k * (I fois). 
Posons 

T 3 := |(s, s) G P fc ' ? * x G*(l, k + 1), 

s = ( Sl , . . . , *,), P*-' C P^ 1 pour i = 1, . . . , /}. 

Notons IT; la transformation meromorphe de ]P k > 1 * dans G*(l, k + l) associee 
a C'est une application meromorphe surjective. Soit LT; son adjoint. La 
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composee ^3 := IT; o ty 2 est une transformation meromorphe de F k dans 
P fc ' J *. Pour un point s = (si, . . . , s/) generique de W k ' 1 *, la fibre Vl/J 1 (s) est 
le sous-espace projectif ¥ k ~ l := P^ 1 D . . . f~l P^ -1 de P fc . 

(c) Nous allons etendre la definition des transformations meromorphes 
de (a) et (b) avec, pour espace d'arrivee, un espace projectif de sections 
holomorphes. Considerons une variete projective X et soit L un fibre en 
droites ample sur X. Pour n > 1, notons H°(X, L n ) l'espace des sections 
holomorphes de L n := L ® ■ ■ ■ ® L (n fois), ¥B°(X,L n ) l'espace projectif 
associe et k n la dimension de PH°(X,L n ). Pour tout s* G PH°(X,L n )* 
notons H s * l'hyperplan projectif de PH°(X, L n ) associe a s*. Rappelons que 
PH°(X,L n ) est aussi le dual de PH°(X,L n )*. Pour tout s G PH°(X,L n ), 
notons H* l'hyperplan projectif de PH°(X, L n )* associe a s. 

Pour x G X, notons s* G FR°(X,L n )* le point tel que l'hyperplan 
H s * soit l'ensemble des sections s'annulant en x. Considerons l'application 
holomorphe de X dans PH°(X, L n )* definie par x >—> & n (x) := s*. 
Puisque L est ample, pour n assez grand, l'application <3? n definit un plonge- 
ment de X dans PH°(X, L n )*, c'est le plongement de Kodaira. Observons 
que <&~ l (H* n $> n (X)) est l'ensemble des zeros de s. D'apres le theoreme 
de Bertini [24, p. 141], cette intersection est transverse et definit une hy- 
persurface lisse de X pour tout s hors d'un sous-ensemble analytique de 
PH°(X, L n ). 

Notons Gf n la grassmannienne des sous-espaces projectifs de dimen- 
sion I — 1 de PH°(X, L n ). On definit comme dans (a) une transformation 
meromorphe *j, n de PH°(X, L n )* dans Gf n . Pour tout point s G Gf n , 
\l/j~*(s) est un sous-espace projectif de dimension k n — I de FH°(X, L n )* . 
Posons Ri :n := ^i >n o $ n . C'est une transformation meromorphe de codi- 
mension k — I de X dans G^L. Precisons cela. 

Notons s\,...,si des points qui engendrent le sous-espace P§ -1 de dimen- 
sion I — 1 de PH°(X, L n ), pour s G Gf n . Alors *j~^(s) est egal au sous-espace 
projectif H^D.-.D H* { de dimension k n - I de PH°(X, L n )*. On en deduit 
que il^(s) est l'ensemble Z§ des zeros communs des sections s\, . . ., s/. Cet 
ensemble ne depend pas du choix des Sj. D'apres le theoreme de Bertini [24, 
p. 141], pour s G Gf n hors d'un sous-ensemble analytique, l'intersection de 
\&j~^(s) avec <& n (X) est transverse. Pour un tel s, Z§ est lisse. 

Soit n /jn l'application meromorphe de Pf n := PH°(X, L n ) x • • • xPH°(X, L n ) 
(Z fois) dans definie comme dans (b). Soit Hi n sont adjoint. Posons 
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Fi t n := Ili tn o R l n . C'est une transformation meromorphe de X dans ¥f n . 
Pour tout s = (s\,...,si) G ¥f n , la fibre F[~^(s) est l'ensemble des zeros 
communs des sections holomorphes S\, . . ., s; de L n . Pour un s generique, 
cette fibre est egale a Z§ avec s := Ih )n (s). En particulier, c'est un sous- 
ensemble analytique lisse de dimension k — I, sans multiplicite. 

Soient z±, . . . ,z m des points de X. Pour n suffisamment grand, on peut 
trouver un sous-espace projectif de dimension / de FH°(X,L n )* passant par 
<& n (zi), . . . ,<fr n (z m ). C'est-a-dire qu'on peut trouver une famille libre de I 
sections holomorphes de L n qui s'annulent simultanement en zi, . . . , z m . On 
peut definir les auto-intersections des transformations meromorphes Fi n et 
Rl,n, en posant F t ^ m := F^ n D. ..nF l>n (m fois) et R\^ m := Ri, n ^- ■ ■ H Ri >n 
(m fois). Ce sont des transformations meromorphes de X m dans Ff n et 
dans Gf n . Un point (z\, . . . , z m ) G X m appartient a la fibre F^^s) (resp. 
i?rl „(s)) si et seulement si Z§ passe par z\, .... z m . 

(d) Soit / une application meromorphe de P fc dans P fc . Pour etudier 
les images reciproques par f n des sous-espaces de dimension k — I, nous 
introduisons les transformations meromorphes F n := ^2°f n avec ^2 definie 
dans Pexemple (a) On se ramene a l'etude des images reciproques des points 
de G*(Z,A; + 1) par F n . 

4 Distribution des preimages de sous-varietes 

Dans ce paragraphe, nous donnons des solutions au probleme 
d'equidistribution dans un cadre abstrait. Nous allons, dans les paragraphes 
6 et 7, appliquer ces resultats aux cas particuliers que nous avons discutes 
dans l'introduction. Des idees analogues permettent de construire, au para- 
graphe 5, les mesures d'equilibre pour les correspondances meromorphes. 

Soit a n une mesure de probabilite PLB sur X n . On munit X := Y\ n>1 X n 
de la mesure de probabilite a, egale au produit des a n . Considerons des 
transformations meromorphes F n de meme codimension I de X dans X n , 
< I < k. Soit x = (xi,X2, . . .) G X. Si x n n'appartient pas au deuxieme 
ensemble d'indetermination l2(F n ) de F n , le courant T* := (F n )*(8 Xn ) est 
bien defini. C'est un courant d'integration sur une chaine holomorphe de 
dimension / de X. Posons T n := (F n )*(a n ). 

Soient 6 n et d n les degres intermediaires d'ordre k n — 1 et d'ordre k n 
de F n . Posons Ri, n := Ri(X n , u; n ,a n ), R 2 , n := R2(X n ,u n ,a n ) et A n (t) := 
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A(X n , uj n , a n , t) pour tout t £ 1 {voir paragraphe 2). On a le theoreme 
suivant. 

Theoreme 4.1 Supposons que la suite (Ri, n <Jn^ 1 ) n >i tend vers et que 
I 'une des deux proprietes suivantes soit satisfaite: 

(1) La serie ^2 n> i R2,n$ndn l converge. 

(2) La serie Yln>i A n {o~n 1 dnt) converge pour tout t > 0. 

Alors pour a-presque tout x £ X, la suite {d^{T^ — T n ),ip) tend vers 
uniformement sur les ensembles homes, en norme C 2 , de (l,l)-formes test 
ip sur X. 

Nous allons montrer les estimations utiles en nous limitant a une trans- 
formation meromorphe F de codimension I, < I < k — 1, de (X,u) dans 
une variete kahlerienne compacte (X',uj') de dimension k' . Soit a 1 une 
mesure de probabilite PLB sur X '. Posons f := F*(uj' k '), T := F*(a') et 
T x' ._ f*(5 x ,) pour tout x' eX'\ L 2 {F). 

Soient 5 et d les degres intermediaires d'ordre k' — 1 et d'ordre /c' de 
F. Posons Ri := Ri{X', u/, a') pour i = 1, 2, 3, A(t) := A(X', u/, a', i) pour 
tel. Pour tout e > definissons 

£7(e) := |J {*' G X', \{d-\T*' - T)^)\ > e] . 
IIV>II C 2 (X) <1 

Posons S := F*(uj 1+1 ). C'est un courant de bidegre (1,1) sur X'. Par 
definition de <5, on a < 5. D'apres la proposition 2.2, il existe une 
fonction q.p.s.h. if verifiant 



L 



pda' = et ddV ~S> -r(X', J)5u' 



(4.1) 



,k' 



<5R 3 . 



Par definition de Rj, on a 

ip < 5Ri, || V^IIl 1 (o-') ^ ^R2 e t / 
Lemme 4.2 Sozi ^ une (l,l)-forme test de classe C 2 sur X. Alors on a 

(a) f (T x ' -T,V) da'(x') < 2||^|| C2 <5R 2 . 

(b) <T*'-T,V> < W c2 (3^-^x0). 
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(c) <T-T,V> <2||V|MR 3 . 

(d) a'(E(e)) < A(e^ 1 d- 3Ri). 

Demonstration. Nous devons estimer (T x ' —T,tp) et (T — T,tp). Ecrivons 
dd°ip = Q + — tt~ avec Q,^ des (/ + 1,1 + l)-formes positives fermees telles 
que n± < \\il)\\ C 2(J +1 . Posons <\> := F*(V>) et S ± := On a dd c <j) = 

5+ - S~ et (T x ' = cj>(x') pour x' h{F). On a aussi < H^H^S et 
done H^ll < \\il)\\c*8. 

D'apres la proposition 2.2, on peut choisir les fonctions q.p.s.h. ip^ telles 
que J x , ( / 9 ± d(T / = et telles que 

-r{X' ,J)U\\ C 25J < ddV + -^+ = 

= ddV" - S~ < r(X' ,J)\\ip\y5u' . (4.2) 



Par definition des R« on a 
i P ± < mySRi, II^Uli^) < W\c*8Ra, 



I 



± lk' 

If LO 



<U\\ C 25R 3 . (4.3) 



La fonction <fi — (ip + — <p ) est constante car elle est pluriharmonique. Par 
consequent, on a pour x' hiF) 

(T x '-T,^) = (6 x ,-a',<f>) = (6 x ,-a',<p + -<p-) (4.4) 

Puisque J p ± da' = 0, on deduit de la relation (4.4) que 

<T*' -T^)=^{x')-^{x'). 

(a) On a 

J \{T X ' -T,4>)\da'(x') = j \v + (x')-y-(x')\da'{x') 

< II^ + IIli(<t') + II^IIli^o 

< 2||^|| C2 <5R 2 . 

(b) Posons /i := llV'llcaV 9 — O n a par definition de ip et ip + : 

dd c h-(U\\ c2 S-S + ) > -2r{X',J)\\^\y5J. 

D'une part, la fonction h verifie j x , hda' = 0. D'autre part, ||?/>|| C 2iS' — S + 
est un courant positif ferine dont la masse est majoree par ||-0|| C 2<5. D'ou on 
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deduit, par definition de Ri, que sup x > h < 2\\ip\\ C 2 5Ri. On deduit de cette 
inegalite et de (4.3) les inegalites suivantes 



\ C 2<p(x') - 2||V|| ca «SRi < < UWc^Ri. 

Avec une estimation analogue pour tp~ , on obtient finalement 

(T*'-T^) = \v + {x')-v-{x)\ < UWc^R.-^x')). 



(c) D'apres (4.3), on a 



(a-u) , tp^ - if ) = (uj ,<fT -<p ) 



< 



<u/ fc V> + <^V> 



< 2<5R 3 . 



(d) D'apres (b) applique au cas ou HV'Hc 2 < 1, l'ensemble E(e) est con- 
tenu dans 

E'(e) := {x' £ X', <p(x') < -ed + 3<5Ri}. 
Par definition de A(i), les relations (4.1) entrainent que 



a'(E(e)) < a'(E'(e)) < Afcrt - 3Ri). 



□ 



Fin de la demonstration du theoreme 4.1. Posons S n := (F n )*(uj l+1 ). 
On a \\S n \\ < S n . D'apres la proposition 2.2, il existe une fonction q.p.s.h. 
ip n verifiant J x ip n da n = telle que 

ddVn ~ S n > -r(X n ,u n )S n uj n . 
Par definition de Ri, n et R 2 ,„, on a <p n < <5 n Ri,„ et ||^ n ||Li( CTn ) < S n R 2 , n - 
(1) Considerons la fonction reelle positive <3> sur X 

$ ( X ) ■=J2 d n 1 \ i Pn(Xn)\- 



n>l 



On a 



/ ®d<? = J2d n 1 \\(p n \\ h i ian) <^2R 2 ,nSnd n 1 . 

n>l n>l 



Par hypothese, la derniere serie converge, done <3?(x) est finie u-presque 
partout, et d~ l (p n {x n ) tend vers pour u-presque tout x 6 X. 
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Fixons x = (x n ) € X tel que x n h(F n ) et tel que d~ l tp n {x n ) tende 
vers 0. Soit tp une (/,Z)-forme de classe C 2 sur X. D'apres le lemme 4.2, on 
a 

|<T n x -T n ,V>| < |M|c»(3*„Ri,„ -¥>«(*„)). 
Comme Ri^^d" 1 et d~ 1 ip n (x n ) tendent vers 0, la suite d~ 1 (T x — T n ,ip) 
tend aussi vers uniformement sur les ensembles bornes en norme C 2 de 
(I, /)-formes test ip sur X. 

(2) Posons pour tout e > 

E n (e):= (J {x n GX n , Kd-^T^-r)^)! >e}. 

ll^llc2(X)< 1 

Par hypothese, on a Ri jn = o(J~ 1 (i n ). D'apres le lemme 4.2(d), pour n assez 
grand, on a 

ffn(£n(e)) < A n (e^ 1 d„ - 3Ri, n ) < A n (e<5- 1 d n /2) (4.5) 

Par hypothese, la serie ^ A(eS~ 1 d n /2) converge. On en deduit que la serie 
J2 a n(E n (e)) converge pour tout e > 0. Ceci implique la convergence an- 
noncee. 

□ 

La proposition suivante permet de comparer les courants obtenus en 
prenant les images reciproques de a n et de la forme volume . 

Proposition 4.3 Supposons que la suite R^(X n , oj n , l)5 n d~ l tend vers 0. 
Alors (d~ l (T n — F*(u^ n )), ^) tend vers uniformement sur les ensembles 
bornes, en norme C 2 , de (I, I) -formes ip sur X. 

Demonstration. II suffit d'appliquer le lemme 4.2(c) avec les estimations 
comme dans la demonstration du theoreme 4.1. 

□ 

Posons R* := R%(X n , u n , 2). Soient v n = h n u^ n et v' n = h' n 0Jn n des 
mesures de probabilite sur X n oil h n et h' n sont des fonctions dans L 2 (X n ). 
On a le resultat suivant. 

Theoreme 4.4 Supposons que \\h n — h' n \\ L 2( Xn ) = o(^ 1 d n (R*)" 1 ). Alors 
la suite 

d- l ({F n y{v n )-{F n y( V ' n )^) 

tend vers quand n tend vers I'infini, uniformement sur les ensembles 
bornes, en norme C 2 , de (l,l)-formes test ip sur X. 
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Demonstration. Utilisons les notations du theoreme 4.1. Posons <p n := 
(F n )*(ip). II existe des constantes a n et des fonctions q.p.s.h. telles que 
4>n = ~ + a n et ||^||l 2 (x„) < H^llc 2 **^- Puisque v n et v' n ont la 
meme masse, l'inegalite de Cauchy-Schwarz entraine que 

d- l \{{F n y(v n )-(F n y{v' n )^)\ = d-'KiK-h'Jut^n-an)] 

< d^Whn - h' n \\ L 2( Xn )\\<f> n - a„|| L 2( Xn ) 

< 2U\\ C 25 n d- 1 K\\h n -h'J LHXn) . 

Par hypothese, la derniere expression tend vers 0. Ceci implique le theoreme. 

□ 

Remarque 4.5 Dans le cas ou les (X n ,oj n ,a n ) appartiennent a une famillc 
compacte lisse, les constantes Ri >n et R* sont uniformement bornees (voir re- 
marque 2.3). Les hypotheses des theoremes 4.1 et 4.4 ne font alors intervenir 
que les degres intermediaries de F n . Ces degres sont calcules cohomologique- 
ment. 

Dans la suite, nous considerons des transformations meromorphes F n de 
X dans une meme variete X' , c.-a-d. qu'on suppose que (X n ,u n ) = (X' , uj') 
pour tout n > 1. Nous avons alors le theoreme suivant. 

Theoreme 4.6 Supposons que la serie J2 n >i d^^n converge. Alors il ex- 
iste un sous-ensemble pluripolaire £ de X' tel que pour tout x' G X' \ £ la 
suite 

{d-\{F n y{5 x ,)-{F n y{u> k '))^) 

tend vers uniformement sur les ensembles bornes, en norme C 2 , de (1,1)- 
formes test ip sur X. 

Demonstration. Posons r := r(X', oj'), R{ := R\(X' := R$(X' , uj' , 1) 
et S n := (F n )*(a;' +1 ). On a \\S n \\ < 5 n . D'apres la proposition 2.2, il existe 
une fonction q.p.s.h. (p n verifiant 

/ tp n u' k =0 et dd c (^ n — S n > —rS n uj'. 

JX' 

Par definition de et R?i, on a (p n < Rl5 n et || ( / 5 n||L 1 (x / ) — R^n- On en 
deduit que la serie 

$(x'):=^d-Vn(x') 

n>l 
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converge vers une fonction q.p.s.h. Posons 

£-=(j h(F n ) U (<& = -OO). 
n>l 

D'apres la proposition A.l, c'est un ensemble pluripolaire de X' . Pour 
x' G X' \ £, on a lim d~ l ip n (x r ) = 0. D'apres le lemme 4.2(b) applique a 
la mesure a' := J k \ la suite (d~ 1 ((F n )*(<S x /) - {F n )*(J k ')) : ip) tend vers 
uniformement sur les ensembles bornes, en norme C 2 , de /)-formes test tp 
sur X. 

□ 

Remarques 4.7 Supposons que Yln>i $ndn V < +oo pour un p > 1. Soit 
v une mesure de probability telle que J x \ (p\ p dis < +oo pour toute fonction 
q.p.s.h. if sur X. En considerant la serie $ p (x') := J2 n >i dn P \fn(x')\ p , on 
montre comme au theoreme 4.6 que pour i/-presque tout x' E X' la suite de 
courants d~ 1 (F*(5 x /) — F*(oj' k )) tend faiblement vers 0. On a egalement la 
convergence uniforme sur les formes bornees en norme C 2 . 

Soit ( c n ) une suite de nombres reels positifs telle que la serie Y2n>i c n^n 
converge. Alors il existe un sous-ensemble pluripolaire £ de X' tel que pour 
x' G X' \£ la suite c n ((F n )* (5 X >) — (F n )*(uj' k ), ip} tend vers uniformement 
sur les ensembles bornes, en norme C 2 , de (7,/)-formes test sur X. Dans ce 
cas, Phypothese ^ n >i <Wn 1 < +°° n 'est pas necessaire. La meme remarque 
est valable pour le theoreme 4.1. 

Theoreme 4.8 Soit a' une mesure de probability PLB sur X' . Supposons 
que la serie YL n >i to', a', t5~ l d n ) converge pour tout t > 0. Alors pour 

a'-presque tout x' £ X' , la suite (d^ 1 ((F n )* (5 X >) - (F n )*(uj' k ')),'ip) tend vers 
uniformement sur les ensembles bornes, en norme C 2 , de (l,l)-formes test 
■ip sur X. 

Demonstration. Soient r := r(X',oj'), R* := R\{X> \J) et A(t) := 
A(X',u',a',t). Posons pour tout e > 

E n {e):= J [x'eX', | fa 1 (KM ~ KV*))> Y>> | > e} . 

IIV>II C 2 (X) <1 

Le lemme 4.2(d) entraine que 

a'(E n (e)) < AieS-'dn - 3RJ). 
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L'hypothese entraine que limiJ" 1 ^ = +00 et la serie Yl n >i ^(ef!)" 1 ^ — 3R£) 
converge. On en deduit que la serie J2n>i °~'{E n (e)) converge pour tout 
e > 0. Le theoreme en decoule. 

□ 

Corollaire 4.9 Soit a' une mesure de probability (c, a)-moderee surX' avec 
c > et a > 0. Supposons que Yl n >i ex P( — 1 d n t) converge pour tout t > 
(par exemple si Snd' 1 = o(l/logn)j. Alors pour a'-presque tout x' £ X' , 
la suite (^((Fn)*^) - {F n )*{io' k )),^) tend vers uniformement sur les 
ensembles bornes, en norme C 2 , de (I, I) -formes test tp sur X. 

Demonstration. Soit r := r(X',oj'). La mesure a' etant (c, a)-moderee, 
la proposition 2.5 entraine que 

A(t5 T 7 1 d n ) < cexp(-ar~ 1 t5~ 1 d n ). 

Par consequent, la serie /S.{t5~ l d n ) converge pour tout t > 0. On peut 
appliquer le theoreme 4.8. 

□ 

Soit 7i = (H y )y£Y un e famille meromorphe adaptee de sous-ensembles 
analytiques de dimension m d'une variete projective X' associee a une trans- 
formation meromorphe G : X' — ► Y . Supposons que I + m < k et que pour 
tout n, H soit .F n -reguliere. Pour y £ Y generique, d'apres le lemme 2.8, 
les courants [Xk'-m(F n )]^ 1 (F n )*[Hy] sont bien definis et de masse bornee 
independemment de n. On a le corollaire suivant. 

Corollaire 4.10 Supposons que la serie X^n>i ^fe'-m-i(F n )[Afc/_ m (F n )] _1 
converge et que H soit F n -reguliere pour tout n > 1. Supposons aussi que 
X' est une variete projective. Alors la suite de courants 

- 1 (F A (F n nn y )-(F n Y[H y> )) 

tend faiblement vers pour y et y' hors d'un sous-ensemble pluripolaire £ 
de Y. 

Demonstration. II suffit d'appliquer le theoreme 4.6 et la proposition 3.1 
pour les transformations meromorphes G o F n (voir aussi remarques 4.7). 

□ 

Remarque 4.11 Lorsque X, X' sont des espaces projectifs, TL la famille des 
sous-espaces projectifs de X et F n des applications rationnelles de X dans 
X', des versions du corollaire 4.10 sont prouvees par Russakovkii-Sodin [22] 
et Russakovskii-Shiffman [23]. 
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5 Mesures d'equilibre de correspondances 



Dans ce paragraphe, on suppose que les varietes X n sont de meme dimension 
k. Nous etudions l'iteration aleatoire d'une suite de correspondances f n : 
X n -i — > X n . Notons d n le degre topologique de f n , pour n > 1. Posons 
R* := YQ^Xn, uj n , 2), A n := A(/ n ) et <5 n le degre intermediaire d'ordre fc — 1 
de f n o ■ ■ ■ o fi (voir definitions aux paragraphes 2.1 et 3.5). Soient h n des 
fonctions positives dans L 2 (X n ) telles que J x h n uj k = 1. Posons z/ n := h n oj^ 
et |U n := d^ 1 . . . d~ 1 (f n o ■ ■ ■ o /i)*(i/ n ). Les mesures de probabilite i/ n etant 
absolument continues par rapport aux mesures de Lebesgue, les mesures de 
probabilite fj, n le sont aussi. On a le theoreme suivant. 

Theoreme 5.1 Supposons que ^nRnll^n||L 2 (x n ) = • • • d n ) et que la serie 
Sn>2 • • • d^Sn-iAn converge. Alors la suite de mesures fi n tend faible- 
ment vers une mesure de probabilite PLB fx sur Xo. De plus, la mesure fi 
est independante de la suite (h n ). 

Remarques 5.2 Si les (X n ,tu n , f n ) n >o appartiennent a une famille com- 
pacte lisse (par exemple une famille finie), les constantes R* et A n sont 
uniformement bornees en n (voir remarque 2.3). Dans ce cas, il suffit de 
supposer que <5n||/in||L 2 (x) = o(d\...d n ) et que la serie ^2 d^[ l . . . d' 1 5 n -\ 
converge. Si les f n sont des applications rationnelles dominantes de degre 
algebrique s n de F k dans P fe , on peut majorer 5 n par (si . . . s n ) fc_1 . 

Le theoreme 5.1 est aussi valable pour les transformations meromorphes 
f n : X n -i — > X n de codimension (dans ce cas, on ne suppose pas que les 
X n ont la meme dimension). 

Demonstration. Soit ip une fonction q.p.s.h. sur Xo, dd c (p > —ujq. II 
nous suffit de montrer que la suite {fi n ,<p) converge vers une constante c v 
independante de (h n ) (on posera alors {[J.,(p) '■= c v pour ip continue). 

Posons F n := f n o • • • o f\, T Q ~ := too et T + := dd c (p + ujq. Le courant T Q + 
est positif ferme et cohomologue a ujq. On definit par recurrence les nombres 
b n et les fonctions tp n . Posons 

b := / fUJo et ip := p - b . 
Jx 

D'apres les propositions 2.6 et 2.7, on peut poser, pour tout n > 1, 

b n := (f n )*(Pn-l)Un et <p n := (fn)*(<Pn-l) ~ K- 

J X n 
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On a 

ddVn = T+-T~ avec T± = (F n )*(7^). 

De plus 

cl(T±) = cl((F n )*M) et / ^ = 0. 

On en deduit que ||T±|| = ||(F n )*(u;o)|| = 5 n . 

D'apres la proposition 2.2, il existe des fonctions q.p.s.h. ip^ verifiant 
Ix n ft^n = et 

dd Vn - T n = dd Vn ~ T n > ~r(X n , UJ n )5 n UJ n . 

Par definition de A n et R* , on a 

<<5 n _iA n et ||^|| L 2 (Xn) < <5 n R; (5.1) 

On en deduit que b n < 2<5 n _iA n . L'hypothese du theoreme implique que la 
serie d^ 1 . . . d~ x b n converge. Notons la somme de cette serie. 

Dans la suite, on integre seulement sur un ouvert de volume total car les 
mesures sont absolument continues par rapport aux mesures de Lebesgue. 
On a 

(Hn,<p) = {d^ 1 . . . d' 1 ft ...f*(u n ),b + (p ) 

= bv + (d- l i ...d~ i p 2 ...r n (v n ),(hUw)) 

= b + (d^ 1 ...d- 1 fZ...f*(v n ),b 1 + ip 1 } 

= b + d^% + (d^ 1 . . . . . . /*(!/„), ¥»i>. 

Par recurrence, on obtient 

{Hn,v) = bo + d^h-i Vd^ 1 ...d^bn + di 1 . . . d' 1 (v n , ip n ) . (5.2) 

Verifions que {fi n , <p) tend vers c v . L'inegalite de Cauchy-Schwarz et les 
relations (5.1) impliquent que 

\(is n ,ip n }\ = \(h n u>*,(p n )\<\\h n \\ L 2 {Xn) \\(p n \\ L 2 {Xn) 

< \\K\\v2(X n ){\Wn llL2(X n ) + \\<Pn \\u(X n )) 

< 2 \\K\\L 2 (X n )^n^n- 
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Par hypothese, la derniere expression est d'ordre o(d\ 

Definissons la mesure \i par 

{[X, p) := c v pour <p lisse. 
On a montre que fi n tend faiblement vers li. 

Si (p est une fonction q.p.s.h. quelconque, par semi-continuite superieure, 
on a 

{/J,,<p) > limsup(/z n ,ip) = c v . 

Puisque tp est bornee super ieurement, elle est /^-integrable. Done \i est PLB. 

□ 

Nous allons preciser notre resultat pour l'iteration d'une correspondance 
/ de degre topologique dt de X dans elle-meme. D'apres la proposition A.l, 
les mesures PLB sur X ne chargent pas les sous-ensembles analytiques. On 
peut done definir l'image de ces mesures par /*. On a le corollaire suivant. 

Corollaire 5.3 Soit f une correspondance meromorphe de degre topologique 
dt sur une variete kahlerienne compacte (X, w) . Supposons que le degre 
dynamique d'ordre k — 1 de f verifie < d t . Soient h n des fonc- 

tions positives verifiant J x h n uj k = 1 et \\h n \\^J! x , = o(d^ l d t ). Alors la 

suite de mesures [i n := d^ n (f n )* (h n to k ) converge vers une mesure PLB /j, 
independante de (h n ). Deplus, ji verifie la relation d'invariance /*(//) = dt[i 
et on a (fj, n , tp) — > (/x, (p) pour toute fonction q.p.s.h. p sur X . 

Demonstration. La convergence de (fi n ) se deduit du theoreme 5.1. Soit 
Q une forme volume lisse telle que J x Q = 1. Soit p une fonction lisse, on a 

</»,¥>> = {»,M<p))= Iim(dT n n,(/ n+1 )*(¥')> 

n^oo 

= d t (d^ n - 1 n,(p +1 Up)) = d t ( f i,p). 

D'ou la relation d'invariance. 

Soit p une fonction q.p.s.h. sur X avec dd c p> > —u. Montrons que 
(fi,p) = Qp. Utilisons les notations du theoreme 5.1. Puisque fx est /*- 
invar iante, on montre comme pour la relation (5.2) que 

{fi,p) = b + d; 1 b 1 + --- + d; n b n + d~ n ( f i,p+-p-). (5.3) 



. . . d n ). Done lim(/i„, p) = 
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D'autre part, puisque J ifnU k = 0, d'apres la relation (2.6), on a 

\{fi,<pt)\ <\ k -iV n )R3(X,u;,v) 

oil Afc_i(/ n ) est le degre intermediaire d'ordre k — 1 de f n . On en deduit 
que le membre a droite de (5.3) tend vers c v . D'ou {fx, ip) = c v . 

□ 

Remarques 5.4 Soit / comme au corollaire 5.3. Notons £ l'ensemble des 
points x € X tels que la suite des mesures ^ := d~ t ~ n (f n )*(5 x ) ne converge 
pas vers la mesure d'equilibre \x de /. On montre comme dans [7] (voir aussi 
[3, 8]) que £ est une union finie ou denombrable d'ensembles analytiques 
et que les points periodiques repulsifs de / sont denses dans le support de 
fi. Si le nombre de points periodiques repulsifs est d'ordre df + o(d^) alors 
ils sont equidistribues sur le support de /x. Les arguments utilises dans [8] 
permettent de traiter le cas des varietes kahleriennes non projectives. 

Remarques 5.5 Soit / une application meromorphe dominante de degre 
topologique dt de X dans X telle que son degre dynamique d'ordre k — 1 
verifie d^-i < dt- Lorsque X est projective, Vincent Guedj [14] a recemment 
construit pour / la mesure d'equilibre fx. II a montre que fj, est PLB et 
melangeante. Dans [9], nous avons montre que cette mesure est d'entropie 
maximale logc^. V. Guedj utilise une methode de theorie du potentiel 
pour construire [i. Notre construction ci-dessus, par dualite, donne dans 
ce cas deux informations supplementaires. D'une part, la suite de mesures 
d^ n (/")* (h n u> k ) converge vers \i uniformement en (h n ); on a aussi la con- 
vergence pour toute fonction test q.p.s.h. D'autre part, on obtient une 
estimation de la vitesse de melange. 

Theoreme 5.6 Soit (X,u>) une variete kahlerienne compacte de dimension 
k. Soit f une application meromorphe dominante de degre topologique dt de 
X dans elle-meme. Supposons que son degre dynamique d'ordre k—1 verifie 
dj~-i < dt- Alors la mesure d'equilibre \i de f est melangeante avec une 
vitesse de melange d'ordre d~[ n (dk-i + e) n pour tout e > 0. Plus precisement, 
si ip est une fonction de classe C 2 et ip est une fonction bornee, posons 

I n {y, VO := ^ o Dd/x - ( jf <pd^ (^J x iidf?j . 

II existe c > independante de if et de ip telle que 

\i n (<p,ip)\ < cdT n { d k-i + ^ n \W\yH\\^{tiy 
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Demonstration. Puisque tp s'ecrit comme difference de deux fonctions 
q.p.s.h., on peut supposer que <p est q.p.s.h. avec dd c (p > —u. Du fait que 
I n ((p,tp) = — I n ((f, — ip), il sufHt de majorer I n ((p, ip). Comme I n ((p,ip + A) = 
I n (ip,ip) pour toute constante A, on peut supposer que ip est positive. On 
peut egalement supposer que HV'IIl^O) = 1- Posons c v := (fi,(p). Comme /x 
est invar iante, on a 

i n (<p, w = j (dnruf) - c^mv < \\dt n (ru<p) - 

j x 

On reprend les calculs deja faits au theoreme 5.1. On a 

dr{n*&)-c<p = *r<p$-jr<Pn- E 

i>n+l 

Comme au theoreme 5.1, on a 

\h\ < ci(4_i + e)^ 1 et ||^|| L 2(x) < ci(4-i + e) n 

pour une constante c\ > 0. La mesure fi etant PLB, d'apres la proposition 
2.4, il existe une constante C2 > telle que ||^n IIl 1 ^) < c 2||^n IIl 2 (x)- On en 
deduit que \\d~[ n (f n ) if (tp) — c^Hli^) < c(dk-\ + e) n d^ n pour une constante 
c > 0. Ceci termine la preuve du theoreme. 

□ 

Remarque 5.7 Si / est une correspondance, la mesure ji n'est pas /* in- 
variante en general. On a cependant montre dans ce cas que 

K _n (/ n )*^ - ^Hli(^) < c^ n (4-i + eflMb- 

Exemple 5.8 Nous avons montre dans [9] qu'etant donne une correspon- 
dance / d'une variete projective X, la suite [\i{f n )] l ^ n converge vers sa 
borne inferieure di(f) = mi n [\i(f n )] 1 / n . II en resulte que pour verifier 
l'hypothese du corollaire 5.6, il suffit de montrer que \k—i(f) < dt(f)- 
On peut done exhiber pour toute variete projective X des correspondances 
verifiant cette derniere inegalite. Soient h et g deux projections holomor- 
phes surjectives de X sur F k . Soit u un endomorphisme holomorphe de 
degre eleve de P fe . Posons / := g o u o h oil g est 1' adjoint de g. C'est une 
correspondance sur X. Le lemme 2.8 montre (voir aussi [9, remarques 8]) 
que 

Afe-i(/) < cA fc _i(5)A fc _i(u)A fc _i(/i) 

pour une certaine constante c > 0. Si le degre de u est suffisamment eleve, 
on a A fc _i(/) < d t (f). En effet, d t (f) = d t {g)dt{u)d t {h) et d t (u) » \ k -i(u) 
si le degre de u est suffisamment eleve. On trouve dans [9] quelques exemples 
d'applications rationnelles verifiant l'hypothese du corollaire 5.3. 
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6 Distribution des intersections de varietes 



Considerons des transformations meromorphes Fi n : X — ► X\ et F 2 ^ n : 
X — > X2 de codimensions respectives l\, l 2 . On suppose que l\ + l 2 > k 
et que les produits de F\^ n et F 2 ^ n sont bien definis {voir paragraphe 3.3). 
Posons <!>„ := F 1>n • F 2 , n , <5j, n := A fcj _i(F ijri ) et d^ n := A fcj (F i)n ). Rappelons 
que 3> n est une transformation meromorphe de codimension l\ + l 2 — k de 
X dans X\ x X 2 . 

Theoreme 6.1 Supposons que la variete X soit projective et que les series 
^2 8i,nd~n soient convergentes pour i = 1,2. Alors il existe un sous-ensemble 
pluripolaire £ de X\ x X 2 tel que pour tout (x±,x 2 ) £ (Xi x X 2 ) \£, la suite 
de courants 

-J—fF^M A Fl n {5 X2 ) - FlM 1 ) A FlM 2 )) 
«l,n«2,n v y 

tend faiblement vers 0. 

Demonstration. Soit <5 n le degre intermediate d'ordre fci + &2 — 1 de $ n . 
D'apres, la proposition 3.2, il existe une constante c > telle que 

<5n < c(5i jn d 2 ,n + £>2,rA, n )- 

Le degre intermediate d'ordre k\ + k 2 de $ n est egal a d\, n d 2 , n . II suffit 
d'appliquer le theoreme 4.6 pour <E> n . 

□ 

Soit / une application bimeromorphe de X dans X et soit / _1 son in- 
verse. Soient 7i + , TL~ deux families meromorphes adaptees regulieres de 
sous-ensembles analytiques de dimensions respectives k — l + et k — l~ avec 
/ + + l~ < k. Notons : X — ► les transformations meromorphes 
associees, d^ les degres dynamiques d'ordre de f ±n et 5^ les degres dy- 
namiques d'ordre l^ — 1 de f ±n . 

Corollaire 6.2 Supposons que la variete X soit projective et que les series 
S^nl^n] 1 soient convergentes. Alors il existe un sous-ensemble pluripo- 
laire £ de Y + x Y~ tel que pour (a\,b\) et (a 2 ,b 2 ) dans (Y + x Y~) \ £, la 
suite de courants 

^([r«)nf(H tl )] - [/-"«) n /»(«*)]) 

tend faiblement vers 0. 
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Demonstration. Posons := P^ 1 o f ±n . Ce sont des transformations 
meromorphes de codimension k — de X dans Y^. Notons 6 n et d n leurs 
degres intermediate d'ordre diml" + + diml" - — 1 et d'ordre dimY + + 
dimY - . D'apres les propositions 3.1 et 3.2, il existe c > telle que 

5 n < c^n^n + S~ d + ) et d n < cd+d~. 

II suffit d'appliquer le theoreme 6.1 (voir aussi remarques 4.7). 

□ 

Nous allons expliciter ce resultat dans le cadre des automorphismes 
reguliers de C k introduits par le second auteur [26]. Soit / un automor- 
phisme polynomial de C k . On note aussi / son prolongement en application 
birationnelle de ¥ k dans P fc . Notons / + (resp. I~) l'ensemble d'indetermination 
de / (resp. de Ce sont des sous-ensembles analytiques de l'hyperplan 

a l'infini. L'automorphisme / est dit regulier si I + n I~ = (en dimen- 
sion 2, les automorphismes reguliers sont ceux du type Henon). On a alors 
dim/ + + dim/~ = k — 2. Posons s := dim/ + + l. Notons d + et d- les degres 
algebriques de / et Ces degres sont lies par la relation (d + ) s = (d-) k ~ s . 

On peut construire deux courants T + , T~ positifs fermes de bidegre 
(1, 1) de masse 1 de F k , a potentiel continu dans C fc et tels que f*(T + ) = 
d + T+, /*(T_) = d-T~. Pour < / < s et < /' < k - s, le courant 
T\y := (T + ) 1 A (T~) 1 est bien defini. Quand I = s, I' = k — s, on obtient 
une mesure de probability invariante a support compact dans C k . On a 
egalement le theoreme de convergence suivant: 

hm (d + r ni (d^- mi \rr(j FS )A(nMs) = (e.i) 

n,m^oo 

Notons et Gi' les grassmanniennes qui parametrent les sous-espaces 
projectifs de dimension k — I et k — I' de P fc . Notons P k ~ l et P^, - ' les sous- 
espaces projectifs associes aux points x G G/ et x' G G//. Nous avons le 
theoreme suivant. 

Theoreme 6.3 Soit f un automorphisme regulier de C k comme ci-dessus. 
II existe un sous-ensemble pluripolaire £ de GixGy tel que pour tout (x, x') G 
(G/ x Gi')\£ la suite de courants 

(d + )- nl {d-)- ml '[f- n {F k x - 1 ) n f m (F k 7 1 ')} 

tend faiblement vers le courant invariant quand n et m tendent vers 
I 'infini. 
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Demonstration. Avec les notations du corollaire 6.2, on a d+ = d!™, <5+ = 

d+ ^ n et des relations semblables pour les inverses. II suffit d'appliquer le 
corollaire 6.2 apres avoir integre par rapport aux variables a 2l 62- On utilise 
ensuite la relation (6.1). 

□ 

Remarque 6.4 On peut obtenir des resultats analogues pour les families 
de sous-ensembles analytiques de degre quelconque ou pour des applications 
rationnelles ou birationnelles / d'une variete projective X dans elle-meme. 

7 Zeros des sections de fibres en droites 

Soit X une variete projective de dimension k et soit L un fibre en droites 
ample sur X. On munit L d'une metrique hermitienne h. Pour toute section 
holomorphe locale de L, on definit la norme de en chaque point par 
W^hWh ■= h(e L ,e L ) x l 2 . Soit 

CiO) := -dd c log||e L || fc 

la forme de courbure de (L, h). Elle represente dans la cohomologie de Rham 
la classe de Chern c\(L) £ 7i 2 (X,Z) de L. Puisque L est ample, on peut 
choisir h de sorte que c\(h) soit une (1, l)-forme strictement positive. La 
variete X est done munie de la forme de Kahler co := c\(h) et f x ^ k = 
Cl {L) k £Z+. 

Le fibre L n est egalement muni d'une metrique hermitienne h n , induite 
par la metrique h sur L. Plus precisement, h n est definie localement par 
ll sn |Un = II s II ft- L'espace H°(X,L n ) des sections holomorphes de L n est 
muni du produit hermitien naturel 

(si, 8 2 ) ■= f h n ( Sl ,s 2 )u k ( Sl , s 2 G H°(M, L n )). 

Notons wfs la metrique de Fubini-Study de PH°(X, L n ). 

Le lecteur trouvera les autres notations dans l'exemple 3.6(c). La di- 
mension k n de PB°(X,L n ) est donnee par le polynome de Hilbert dont le 
terme dominant est egal a c\ (L) k n k /k\ [17, p.386]. Rappelons que pour 
n assez grand, $„ est le plongement de Kodaira de X dans PH°(X, L n )*, 
la transformation meromorphe naturelle de PH(X, L n )* dans la grass- 
mannienne des sous-espaces de dimension I de PH°(X, L n ), IIj n est la 
transformation meromorphe naturelle de dans P^ := PH°(X, L n ) x 
• • • x PH°(X, L n ) {I fois) et F hn = TT,, n o V^o <&„. 
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Lemme 7.1 Soient 5i^ n et d^ n les degres intermediaires d'ordre lk n — 1 et 
d'ordre lk n de F^ n . On a d^ n = n l c\(L) k et 5^ n = 0(n l ~ 1 ). 

Demonstration. L'invariance des metriques par Taction du groupe unitaire 
implique que 

oil ljmp est la forme kahlerienne naturelle associee a Pf n (voir appendice 
A. 3) et a>i jn , (3^ n sont des constantes positives. On calcule ces constantes 
cohomologiquement . 

Pour calculer a/ >n , on remplace t^p dans (7.1) par une masse de Dirac 
S s . Son image ^ n IL* n ((5 s ) sera le courant d'integration sur un sous-espace 
projectif de codimension I de PH(A, L n )* qui est cohomologue a u> l FS . Ceci 
implique que a^ n = 1. 

Soit T le courant d'integration sur une droite V x {52} x ■ ■ ■ x {s{\ de 
Ff n . II est de masse Ck nt i (voir (A. 3) pour la definition de Ck nt i)- Son im- 
age ^fIi* n (T) est le courant d'integration sur un sous-espace projectif de 
codimension I — 1 de PH(X, L n )* . La masse de ce dernier courant est egale 
a 1. On en deduit que = c^ 1 v En particulier, il est majore par une 
constante qui ne depend que de I (voir (A. 3)). 

Puisque la classe de <3?* (u>fs) est egale a nci(L), on a 

d hn = I ^^ n {u^)^~ l = I K("Fs)*" k - l = n l Cl (L) k 
Jx Jx 

et 

Jx Jx 
= P hn n l ~ l Cl (L)K 

□ 

On voit que la serie 5^ n df^ ne converge pas. C'est done le theoreme 4.1(2) 
que nous appliquerons. 

Le theoreme suivant, du a Zelditch [31], est une amelioration d'un theoreme 
de Tian [29], il donne la convergence en moyenne des courants n~ l [Z Sn ] avec 

SnGPf„. 
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Theoreme 7.2 [31] Pour tout r > 0, on a 

\\n- l ^ n (J FS )-J\\ C r = 0(n- 1 ). 

Soient a n des mesures de probability PLB sur PfL- Posons Ri in := 
Ri(Pf n ,w M p,^ n ), R 3 , n := R 3 (Pf n ,w M p,cTn) et A n (t) := A(P* , w M p, cx n , i). 
On munit P^ := Y\n>i ^fn ^ e ^ a mesure 0"> produit des a n . Faisons des 
hypotheses sur les mesures a n . 

Theoreme 7.3 Supposons que la serie ^ n >i ^«( n *) converge pour tout t > 
0. Supposons aussi que Ri n = o(n) et R3 iW = o(n). Alors pour a-presque 
tout s = (s n ) G Ff, la suite de courants n~'[Z Sn ] tend faiblement vers uj 1 . 

Demonstration. Les relations (7.1) et le theoreme 7.2 entrainent que la 
suite des formes n~ l F? 1 (wjjp) tend vers u> 1 dans C r pour tout r > 0. D'apres 
la proposition 4.3, la suite de courants n~ l Fi n {o~ n ) tend faiblement vers 
u) 1 car n _i (5; n R3 in tend vers par hypothese. D'apres le theoreme 4.1(2), 
pour cr-presque tout s G Ff, la suite de courants n~'([Z s J — F* n (<j n )) tend 
faiblement vers 0. 

□ 

Remarque 7.4 Si au theoreme 7.3, on suppose que R3 iW = O(logn) alors 
il existe des constantes c > 0, a > et m > telles que pour tout e > 

a n (s G Pf , |(n-'[Z s J -u/,^)| > e) < c||V>|| c2 n mA; exp(-aen). 

Cette estimation resulte de l'inegalite (4.5), du theoreme 7.2 et de la propo- 
sition 4.2(c). 

Posons G^ := Hn>i ^fn- Soit ^(n 1 & niesure de probabilite invariante 
sur Gf n . Notons 12/ la mesure de probabilite sur G^", produit des £li^ n . 
Fixons des sous-espaces reels MFH°(X,L n ) de PH°(X, L n ) invariants par 
Taction du groupe orthogonal associe. Soit PG^ n la sous-grassmannienne 
totalement reelle de Gf n correspondante. Soit m^ n la mesure invariante de 
masse 1 sur M.Gf n . Notons mi le produit des m^ n qui est une mesure de 
probabilite sur G;. 

Corollaire 7.5 Soient fj,i n := 0/ jra ou m\ n et jii := ou m\. Alors pour 
m-presque tout s = (s n ) G Gi, la suite de courants n _ '[Z§ n ] tend faiblement 
vers uj 1 . De plus, on a 

W , n (sGGf, \{n~ l [Z- Sn ]-J^)\ >e) < c||V|| c2 n mfc exp(-aen) 

oil m > 0, a > et c > sont des constantes independantes de e. 
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Demonstration. Notons KF* n := RFH°(X,L n ) x ••• x RFH°(X,L n ) (I 
fois). Notons $7^ n (resp. m^ n ) la mesure de probability invariante naturelle 
sur (resp. sur KP^J (voir appendice pour les details) et £li (resp. rhi) la 
mesure de probability sur Ff, produit des £l^ n (resp. des m^ n ). L'invariance 
des mesures considerees implique que IL* ra (f^ in ) = f2; jra et IL* n (m; jra ) = mi >n . 
Soient /x; jn = n OU THl n 

et fii = 0/ ou mi. II suffit de montrer que 
pour /I-presque tout s = (s 1; s 2 , . . .) £ Pf on a n~'[Z s J — > et 

Mi,„(s G Pf , |(n-'[Z Sn ] -u/,Y>)| > e) < c||V|| c2 n mfe exp(-aen). 

Cela resulte du theoreme 7.3 et la remarque 7.4. Les estimations sur Ri ; „, 
R,3 )n et A n sont fournies par la proposition A.ll. La dimension de P^ est 
de l'ordre n k . 

□ 

Remarques 7.6 Soit (c n ) une suite de nombre reels positifs verifiant c n = 
o(n/logn). On peut montrer que c n (n _i [Z§] — a;') tend vers pour 
presque tout s (voir aussi remarques 4.7). Ceci montre que n~'[Z§] — oj 1 
tend vers a vitesse ~ log n/n. Obsevons que la multiplication par c n 
revient a diviser e par c n . 

Dans le cas ou / = 1, Shiftman et Zelditch [25] ont demontre le resultat 
de convergence n -1 [Z s J — > to pour ^i-presque toute suite s = (s n ), s n G 
FB°(X,L n ). II ont prouve une vitesse de convergence majoree par 1/y/n. 

Corollaire 7.7 Soit U un ouvert de X dont le bord dU est de mesure nulle. 
Alors pour Q.i-presque tout (resp. mi-presque tout) s = (s n ) G Gf on a 

lim n- / vol 2 fc^ 2 KZs n nU)= ' vo\ 2k (U). 

n— >oo (K — 1)1 

La demonstration est laissee au lecteur. 

Remarque 7.8 Soit (c n ) une suite de nombre reels positifs verifiant c n = 
o(n/logn). On peut montrer (voir remarques 7.6 et 4.7) que 



lim c n 

n^oo 



n~Vol 2fe _2i(Zs n n U) - jj^Jy VOl 2k (U) 



0. 
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A Appendice: estimations des constantes 



A.l. Ensembles pluripolaires, capacites, mesures moderees. 

Un sous-ensemble E de X est pluripolaire si E C (ip = — oo) ou ip est une 
fonction q.p.s.h. On peut supposer dd c <p > —u. Observons qu'une reunion 
denombrable d'ensembles pluripolaires est pluripolaire. On dit que E est 
localement pluripolaire si pour tout a £ X il existe un voisinage U de a tel 
que E n U soit pluripolaire dans U. Nous renvoyons a Demailly [6] pour les 
proprietes des fonctions q.p.s.h. 

Josefson [13] a montre qu'un sous-ensemble localement pluripolaire dans 
C k est pluripolaire. Alexander a etendu ce resultat a P k [1]. II en resulte que 
pour toute variete projective X de dimension k, un ensemble E localement 
pluripolaire l'est globalement: il suffit d'utiliser une application holomorphe 
surjective tt : X — ► P k . Si p est associee a tt(E), ir*ip est associee a E. 
II serait utile de montrer ce resultat pour toute variete complexe compacte. 
On utilise a plusieurs reprises le resultat suivant. 

Proposition A.l Soit (X,u) une variete kahlerienne compacte de dimen- 
sion k. Tout sous-ensemble analytique propre Y C X est pluripolaire. 

Demonstration. On peut supposer que Y est irreductible. Si Y est une 
hypersurface de X, il existe une fonction q.p.s.h. tp telle que dd c ip = [Y] — a 
ou a est une (1, l)-forme lisse cohomologue a [Y]. II est clair que Y = (p = 
— oo). La fonction ip est lisse sur X \ Y. 

Si dimF < k — 1, on construit une variete lisse X par des eclatements 
successifs le long Y et le long des singularites de Y. Notons tt la projection 
de X sur X. L'ensemble 7r _1 (y) est alors une hypersurface de X. D'apres 
Blanchard [2] X est kahlerienne. 

Soit V une fonction q.p.s.h. sur X, lisse sur X \ 7r _1 (y) telle que 
7r _1 (F) = (ip = — oo). Puisque dd c ip s'ecrit comme difference de deux 
courants positifs fermes, lisses sur X \ 7r _1 (y), on a 7T*t/j = u\ — U2 dans 
L^pT) avec Ui q.p.s.h. lisses sur X \ Y. On en deduit que u\ — U2 = n*(ip) 
sur X \ Y. Puisque ir*il)(x) tend vers — oo quand x tend vers Y, on a 
Y C (ui = — oo) car U2 est bornee super ieurement. 

□ 

Bien que ce ne soit pas indispensable, introduisons une capacite dont 
les ensembles de capacite nulle sont les ensembles pluripolaires. Cela a ete 
fait par Alexander pour ¥ k . Notons tt : C k+1 \ {0} — > P k la projection 
canonique. Soient S 2k+1 la sphere unite de C k+1 et a2k+i la mesure de 
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probability invariante sur S 2k+l . Alexander a pose pour un compact if de 
pfc. 

cap'(if) := inf I sup l/) 1 ^™, / polynome homogene de degre n 
f ^ TT- 1 (K)ns 2k + 1 

deC k+1 , [ (log _ log I^Dd^+i = 0| (A.2) 

Etant donne un compact if dans une variete kahlerienne compacte (X, to) 
nous definissons la capacite de if par 

cap(if) := inf < exp ( sup<p), tp q.p.s.h., dd c ip > -w,maxy = 
<p [ \ K J x 

Dans F k toute fonction q.p.s.h. 93, verifiant dd c ip > — wfs 5 est limite de 
fonctions sur ¥ k de la forme log l/l 1 /" — log ||z|| oil / est homogene de degre 
n. En utilisant la proposition A. 5 ci-dessous on peut montrer que 

cap' (if) < cap (if) < Vke cap' (if). 

Dans la suite nous utilisons plutot la capacite cap qui a un sens pour 
toute variete kahlerienne compacte. Elle peut etre definie pour toute variete 
complexe compacte hermitienne, en remplacant u> par une forme hermitienne 
positive. Avec notre normalisation, on a toujours cap(AT) = 1. 

Proposition A.2 On a cap(if ) = si et settlement si if est pluripolaire. 

Demonstration. II est clair que si if est pluripolaire on a cap (if ) = 0. Si 

cap(if ) = 0, il existe (p n q.p.s.h., dd c ip n > —uj, max^ tp n < — n. 3 , maxx ip n = 
0. D'apres la proposition 2.1, la serie ]P n~ 2 ip n converge ponctuellement vers 
une fonction ip q.p.s.h. On a if C (if = —00). 

□ 

Proposition A. 3 Soit (X,u) une variete kahlerienne compacte de dimen- 
sion k. Soit a la mesure associee a la forme volume uj k . Alors, il existe des 
constantes c > et a > telles que la mesure a soit (c,a)-moderee. Plus 
precisement, J x eyLp(—aip)to k < c pour toute fonction ip q.p.s.h. verifiant 
dd c (p > —to etmaxx^p = 0. En particulier, on a A(X,to,a,t) < cexp(— ar~ l t) 
pour tout oil r := r(X,u). 

Demonstration. Notons B(a, r) (resp. B r ) la boule de C k de rayon r 
centree en a (resp. centree en 0). Posons ujq := dd c ||z|| 2 la forme euclidienne 
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sur C k et (To := Uq. Soit ^> n : B4 — ► X une famille finie d'applications 
holomorphes injectives telles que les ouverts ^ n (Bi) recouvrent X. Soit 
A\ > 0, une constante, telle que pour tout n, ^* a {uj) < Aiujq et ^n( a ) < 
A±ao sur B3. 

Pour (p comme dans la proposition, posons ip n := tp o v|/ n . II suffit de 
montrer que J" B exp(— a'(p n )ujQ < d pour c' > 0, a' > independants de 93. 
D'apres la proposition 2.1, il existe une constante ^2 > independante de 
if telle que J" |<^|dcr < A2. On en deduit que a(ip < —M) < A 2 M~ l pour 
tout M > 0. Fixons un M > assez grand tel que A 2 M~ l < a(ty n (Bi)) 
pour tout n. La derniere relation implique que (<p < —M) ne peut con- 
tenir x I' n (B 1 ). On peut done choisir un point a n £ Bi tel que p n (a n ) = 
<p(3>n(a n )) > —M. 

Posons Vn : = + ^i(||^|| 2 — 16). C'est une fonction p.s.h. dans B3 
verifiant i[) n < ip n . Montrons que f B , ^ exp(— aVnVo < d avec d > 
et a' > independants de p. On a dd c ^ ra > 0, ip n (a n ) > — M — 16A\ et 
VVi < ^2 sur B(o n ,2) C B4. II suffit d'appliquer un theoreme de Hormander 
[16, p. 97] qui affirme que f B exp(— 4>)uJq < d pour toute fonction p.s.h. 4> sur 
B 2 avec 0(0) = et <p < 1. On peut prendre done a' = (A 2 + 16A 1 + M)" 1 . 

□ 

Remarque A. 4 Les estimations peuvent etre raffinees en utilisant les resultats 
de Skoda [28]. 

A. 2. Estimation des constantes pourF k . 

Notons S k (resp. S 2k+1 ) la sphere unite de R k+1 (resp. de C fc+1 ) et a k 
(resp. o~2k+i) la mesure invariante de masse 1 sur S k (resp. S 2k+1 ). Soit 
7T : C k+1 \ {0} — ► F k la projection canonique. Notons z = (zq, . . . , zjS) les 
coordonnees de C fc+1 . On dira qu'une fonction $ sur C fc+1 est log-homogene 
si on a <3?(Az) = log |A| + &(z) pour tout A G C*. La fonction log \\z\\ etant 
p.s.h. log-homogene, il existe une (1, l)-forme positive fermee cjfs sur ¥ k 
telle que 7t*(u;fs) = dd c log ||z||. C'est la forme de Fubini-Study, elle est 
invariante par le groupe unitaire. 

Notons SIfs la mesure sur P fc associee a la forme volume Wp S . C'est la 
mesure invariante de masse 1 sur F k . Soit p une fonction q. p.s.h. sur ¥ k 
verifiant dd c (p > — wfs- Posons := if o tt + log ||z|| et $(0) := —00. C'est 
une fonction p.s.h. log-homogene sur C fc+1 verifiant max 5 2t+i = max P fc p 

et f S 2k+i $dcr 2 jfc+i = J pfc ^fs- 

Notons MF k l'image de IR fc+1 par tt. C'est un sous-espace projectif reel de 
dimension k de F k . Posons mps '■= ^*{o~k) ou est la mesure de probability 



47 



sur S invariante par le groupe orthogonal. On a aussi max 5 t <3? = max RP /= <p 
et J £k $da k = f (pdm FS . 

Proposition A. 5 On a 

Rl(F k ,u FS ) < i(l + logfc) et R^(P fc ,u; F s,l) < 1 + logfe. 

Demonstration. Rappelons que r(F k ,LU F s) = 1- Soit tp une fonction 
q.p.s.h. verifiant dd c ip > — wfs- La fonction & := ip o tt + log ||z|| est p.s.h., 
log-homogene. Elle verifie f <£d0- 2 fc+i = / V^fs e ^ max ,s2fc+i = max P fc ip. 
Soit m := max P fe tp. D'apres Alexander [1, Theorem 2.2], on a 

/ $da 2 k+i > m+ log |zi|d(72fe+i 

j ' j 1 

= "2 - - ^ - > m - „(1 +logfc). 

z. n z. 

n=l 

On en deduit que m < ^(1+log fe) si f pk <pujp S = 0. Par definition (2.2), on a 
Rt(P fe ,w F s) < ^(1 + logfc). D'apres la proposition 2.5, on a R?j(P fc , lo fs , 1) < 
1 + log k. 

□ 



La proposition suivante permet d'estimer les integrates sur S k et S 2k+1 
en fonction d'integrales sur des sous-espaces lineaires. 

Proposition A. 6 Soit h une fonction mesurable positive sur la sphere unite 
S k de R k+1 (resp. S 2k+1 de C k+1 ). Soit F un sous-espace reel (resp. com- 
plexe) de dimension m de R k+1 (resp. de C k+1 ), 1 < m < k. Supposons que 
pour tout sous-espace reel (resp. complexe) E de dimension m + 1 contenant 
F on ait J S k nE hda m < A (resp. j S 2k+i nE hd<j2 m +i < A) ou A > est une 
constante. Alors il existe une constante c > independante de k,A et h 
telle que J £k hda k < cAk m / 2 (resp. f s2 k+i hdo~2k+i < cAk m ). 

Demonstration. Considerons d'abord le cas reel. Soit (x±, . . . , ccfc+i) le 
systeme de coordonnees canoniques de Notons Oxi les axes de coor- 

donnees et Ox la demi-droite issue de passant par x. On peut supposer 
que F est le sous-espaces engendre par les m derniers axes Oxk- m +2, ■ ■ ■, 
Ox k+1 . 

Utilisons les coordonnees polaires de S k . Soit 6 n Tangle entre Ox n +i et 
la demi-droite issue de passant par le point (x\, . . . , x n+ \, . . . , 0), 1 < 
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n < k. Les angles n verifient < 9 n < 2tt. Pour tout x G S k , on a 
x„ = cos0 ra _i sin0 n . . . sin0fc_i oil on a pose 0o := 0. L'element d'aire de S k 
en metrique euclidienne est egal a 

|(sin0 2 )(sin0 3 ) 2 • • • (sinflfc)*- 1 ^! . ..d9 k . 

Puisque a k (S k ) = 1, l'element d'aire de a k est egal a 

Cfc |(sin0 2 )(sin0 3 ) 2 • • • (sm6 k ) k - 1 \de 1 ...d6 k 

ou c^ 1 est l'aire de S k en metrique euclidienne. On a done [10, 3.2.13] 

Cfc = 2- 1 7r-( fc+1 )/ 2 r((£: + l)/2). 

Evaluons l'integrale de /i 

J hdtr k (K)=c k J / l |(sin^)(sin0 3 ) 2 ...(sin^) fc - 1 |d^i---d^. 

Posons := (0i, . . . , 0^) et 0' := (0i, . . . , 9 k - m ). Soit ir la projection de 
[0,27r[ fc dans [0, 2ir[ k ~ m avec it (6) := 0'. Par hypothese, on a 

/ /id(j m < A pour tout 0' G [0, 2ir[ k -" 1 . 

Or cette integrale est egale a 

c m / /i|(sin0 fc _ m+2 ) • • • (sin0 fc ) m |d0 fc _ m+ i . . .d9 k . 

Utilisant le theoreme de Fubini, on obtient 
/ hda k < c k c7„}A\ |(sin0 2 )...(sin0 fc _ m+1 ) fe " m |d0i...d0 A; _ m 

JS k J[0,2ir[ k - m 

= Ac„^c k c k ^_ m . 
II suffit d'observer que 

c m W m = 2vr 1 /2r((m + l)/2)- 1 r((fc + l)/2)r((* -m+ l)^)" 1 < ck m ' 2 
oii c > est une constante. 

La preuve du cas complexe est identique a celle du cas reel. II suffit 
d'utiliser les coordonnees polaires suivantes pour z = (z\, . . . , z k+ i) G S 2k+1 : 

z n = cos n _i sin 6 n . . . sin 6 k -i exp(ia n ) 

avec < n < 2tt pour 1 < n < k, 0q = et < a n < 2tt pour 1 < n < k+ 1. 

□ 
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Proposition A. 7 existe des constantes c > et a > independantes de 
k, telles que J pfc exp(— aip)u>p S < ck pour toute fonction q.p.s.h. p verifiant 
dd c p > —ujps ct maxpfe p = 0. En particulier, on a A(P fc , wps, Qfs, i) < 
ckexp(-at) pour tout igK. 

Demonstration. Soit (p une fonction comme dans la proposition. Soit 
a e P k tel que p(a) = 0. Posons <E> := p o tt et $(0) = — oo. Soit P^ une 
droite projective passant par a, F := n~ 1 (a) U {0} et E% := 7r~ 1 (P|) U {0}. 
Le plan complexe E^ contient la droite F. Soient c\ et a les constantes 
verifiant la proposition A. 7 pour la droite projective (P 1 ,u;fs) (c.-d-d. que 
pour k = 1). 

On a pour tout Fj 

exp(— a<£)do"3 < c±. 



I, 



'S 2k + 1 nE i 
D'apres la proposition A. 6, on a 

/ exp(— ap)u)p S = / exp(— a < l ) )dcr2fc+i < ck 

Jpk Js^k+l 

ou c > est une constante independante de k. 

On a montre que la mesure f^s = ^pg est (ck, a)-moderee. Puisque 
r(F k ,u>Fs) = 1) d'apres la proposition 2.5, on a 

A(P fc ,u;FS,^FS,i) < cfcexp(-at). 

□ 



La proposition suivante explique pourquoi les estimations pour PP fc et 
P fe sont essentiellement les memes. Rappelons que dans P fc on a cap(P fc ) = f . 

Proposition A. 8 Soit cap(PP fe ) la capacite de MF k dans ¥ k . Alors pour 
tout k > 2 et toute fonction p q.p.s.h. sur F k verifiant dd c p > — wfs ct 
maxpfc ip = 0, on a max KP fc p > logcap(PP 2 ). En particulier, cap(PJP fc ) = 
cap(PJP 2 ) pour tout k>2. 

Demonstration. Soit p comme ci-dessus. Soient a € P fc et b G MF k 
tels que p(a) = et p(b) = maxgpt p. Observons que C fc est reunion 
des sous-espaces complexes F de dimension 2 verifiant dim^F nl') = 2. 
De meme C fc+1 est reunion des sous-espaces complexes E de dimension 3 
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contenant une droite reelle fixe de M. k+1 et verifiant dim^E 1 n R fc+1 ) = 3. 
Done P fe est reunion des plans projectifs P de P fc passant par b et verifiant 
dimiR(P PI WP k ) = 2. Soit P un tel plan contenant a. Par definition de la 
capacite sur P ~ P 2 pour P n EF k ~ MP 2 , on a </?(&) > log cap(PJP 2 ). Done 
cap(MP fc ) > cap(MP 2 ). On obtient l'autre inegalite en observant que toute 
fonction q.p.s.h. ip sur avec dd c (p > —ujfs se prolonge en fonction q.p.s.h. 
ip sur P fc avec dd c ^ > — u>fs et maxpk ip = max P 2 ip (ceci se voit aisement 
sur le releve de ip a C fc+1 ). 

□ 

Proposition A. 9 II existe des constantes c > et a > independantes de 
k telles qu'on ait J* pfc exp(— a(p)dm-Fs < cy/k, R«(P fc , u;fs> w-fs) < c(l+log&) 
powr i = 1, 2, 3 et A(P fc , uj-ps-, "^FSj < exp(— at) pour tout tel. 

Demonstration. On peut reprendre la demonstration de Hormander [16, 
p. 98] pour les fonctions ip sous-harmoniques sur le disque unite de C qui 
verifient ^(0) = et ip < 1. On remplace la mesure de Lebesgue par la 
mesure m sur le cercle \z\ = 1/2. On trouve J ex.p(—ip/2)dm < c\ oil 
c\ > est une constante independante de ip. Un argument semblable 
a celui de la proposition A. 3 permet de montrer qu'il existe d > et 
a > telle que dans P 1 on a f exp(— a'p)dm-ps < d pour toute fonc- 
tion p q.p.s.h. verifiant dd c ip > — cjfs et maxpi ip = 0. Le passage a 
P fc avec l'estimation J pfc exp(— a(/j)dmFs < c\/& est une simple application 
de la proposition A. 6 comme dans la proposition A. 7. On en deduit que 
A(P fc , wfS) ^FS) t) < c\/fcexp(— at) pour tout tel. 

Montrons que R\(F k , u>Fs, m k) < c(l + log fe). Soit </? une fonction q.p.s.h. 
verifiant dd c ip > — wps et max P k ip = 0. D'apres (2.4), il suffit de verifier 
que — J (pdmps < c(l + log A;) pour un c > independant de k et de <p. On 
peut supposer que k > 2. 

D'apres l'estimation Jjp fe exp(— a</?)dmFs < c\/fe ci-dessus, on a pour tout 
to > 

//*+oo /*-i-oo 
99dmFs < to+ mps^ip < —t)dt < to + / cVkexp(—at)dt 
Jto Jto 

= to + cVkaT 1 exp(— ato). 

Pour to = 2 _1 a _1 log A;, on obtient Pinegalite voulue. 

D'apres la proposition 2.5 et la proposition A. 5, on a Rj(P fc , wfs> ?™fs) < 
c(l + log A;) pour i = 2, 3 et pour une constante c > independante de A. 

□ 
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A. 3. Espaces produits et espaces multiprojectifs. 

On associe a la variete X := X\ x X2 la forme de Kahler 

uj := ci 2 (vr*u;i + tt^) 

oil 7Ti, 7T2 sont les projections canoniques de X sur X\ et X2 et ou cu > 
est telle que J x uj kl+k2 = 1. La constante C12 est calculee par la formule 

-fci-fca _ Al + M 

Considerons deux mesures de probabilite \i\ sur Xi et ^2 sur X2. Notons 
fi le produit de n\ et jtx 2 . C'est une mesure de probabilite sur X. Posons 
r := r(X,u). 

Proposition A. 10 Soient X, u>, Q, r et fi comme ci-dessus. Soit R une 
constante verifiant R > Ri(Xj, fii) pour i = 1,2. Supposons qu'il existe 
c > ef q > teWes gwe ApQ, cjj, /ij, i) < cexp(— at) pour t e K eii = 1,2. 
Alors on a 

Ri(X,a;,/x) < 2rR + 2ra -1 log c + 4aT 1 r 
A(X,u;,//,i) < 2cexp(aR) exp(-ar~ 1 t/2) 

pour tout tel. 

Demonstration. Fixons une fonction tp sur X = Xi x X2 telle que 
maxx V' = et dd c tp > —raj. Soit (ai, 02) € X un point tel que VK a i> °2) = 
0. On veut estimer la \i mesure de l'ensemble E := (tp < —t) pour t > 0. 
Posons 

F:={x 2 GX 2 , ^(ai,x 2 ) < -t/2} 

et 

-E:r 2 := {ari G Xi, ^(^1,^2) < -*}• 

Definissons 

£':= (J (S X2 x {x 2 }). 

OnaEc tt^OF) UB'. 
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Estimons la mesure de 7r 2 _1 (F). Si ^1(^2) := V , ( a i> a; 2) ) on a maxx 2 V'l = 
^1(02) = 0. Posons ip 2 := ipi — f ipidfj.2- On a / ^2^2 = 0, V2 > V'l et 
dd c, 02 > Par definition de Ri(X2,u; 2 , ^2), puisque r(X 2 ,u; 2 ) > 1, on 

a 

- / Vid^2 = max ^2 < ^Ri(X 2 , u) 2 , H2) < rR. 

D'ou 

M^) < ^2(^2 <rR- t/2) = / u 2 (r _1 V'2 < R — r~ 1 t/2) 

< A(X 2 ,u;2,Ai2,R- r~V 2 ) < cexp(aR-ar^V2) 
= cexp(aR) exp(— ar~ 1 t/2). 

Done ^(7T 2 _1 (F)) < cexp(aR) exp(— ar~H/2). 

Estimons la mesure de E' . Pour x 2 G X 2 \F, posons ips(xi) := ip(xi, x 2 ). 
On a ^3 < 0, maxjfj -03 > V'( a i; a; 2) > —t/2 et dd c V>3 > — roj\. Posons 
V>4 := V>3 - f Xl ^d/xi. On a 



/ 



^3d/xi < maxV>4 + V 2 < rRi(X 2 ,uJ2,H2) + t/2 < rR + t/2. 

-X2 



et 



Mi (-&r 2 ) < Mi(V>4 < rR- t/ 2 ) < cexp(aR- ar"4/2) 
= cexp(aR) exp(— ar~ 1 t/2). 

D'apres le theoreme de Fubini, on a n(E') < cexp(aR) exp(— ar~ 1 t/2). 

On deduit des estimations precedentes que pour tout t > 

fi(ip < —t) < 2cexp (aR) exp(-Qr" 1 t/2). 

C'est aussi vrai pour tout t £ R car Tp < 0. Si ip une fonction q.p.s.h. 
sur X telle que dd c (p > —to et J" ipd/j, = 0, on peut appliquer l'estimation 
precedente a la fonction ip := <p — maxj ip. Cette derniere fonction est plus 
petite que ip et elle verifie maxj ip = 0. On en deduit que pour tout t > 

fx(ip < -t) < 2cexp(aR) exp(-ar _1 t/2). 

Done A(X,u,t) < 2cexp(aR)exp(-ar" 1 t/2). 
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Estimons Ri(X,u,(i). Soit tp comme ci-dessus, il faut montrer que 
ipd/i < 2rR + 2ra~ 1 logc + 4a~ 1 r. 

On a pour tout to > 

/r+oo 
ipd/j, = J n(i/>< -t)dt 

/•to r+oo 

= / n{^<-t)dt+l n(i/><-t)dt 

JO Jto 
rto r+oo 
< / dt+ 2cexp(aR)exp(-ar' 1 t/2)dt 

JO Jtn 



10 Jt 

to + 4cexp(aR)a~ 1 r exp(— ar~ 1 to/2) 



En prenant to = 2rR + 2ra 1 log c, on obtient 

— J ipdn < 2rR + 2roT x log c + 4a~ 1 r. 



□ 



Considerons l'espace multi-projectif P fc '' := P fc x • • • x F k (I fois). Notons 
7Tj la projection de ¥ h ' 1 sur le i-eme facteur. Posons wmp := Yl^ti^Fs) 
et soit ^mp la mesure associee a la forme volume w^p- ^a constante Ckj, > 
est choisie de sorte que £Imp soit une mesure de probabilite. On a 

- ®(V)-(?> 

Observons que ; < 1 et que si £ est fixe, / est minoree par une con- 
stante positive independante de k. Pour cela, il suffit d'utiliser la formule 
d'equivalence de Stirling n\ ~ \/2-Knn n exp(— n). Notons tump la mesure 
produit des m FS sur MF k ' 1 := RF k x • • • x RF k (I fois). 

Proposition A. 11 // existe des constantes c > 0, a > et m > 0, qui 

ne dependent que de I, telles que pour tout k > 1 on ait Rj(P fe,/ , wmp, A*) < 
c(l + log fe), i = 1, 2, 3, A(P fc ' ? , cjmp, M, *) < cfcm exp(-at) pour tout t > et 
pour [x = Omp ou fi = niMp. 

Demonstration. Observons que la constante r(P fc '',u;Mp) est majoree par 
l/ck,i- II suffit d'appliquer les propositions A. 5, A. 7, A. 9 et A. 10. 

□ 
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